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Résumé
Ce travail est consacré à la détermination de l’efficacité de capture de particules par des
inclusions fluides (bulles d’air), qui est la base du procédé de flottation. Cette capture, par-
fois appelée hétérocoagulation, couple l’hydrodynamique de collision bulle-particule et les forces
interfaciales entre deux surfaces. Avec l’objectif d’une meilleure compréhension de différents mé-
canismes, l’étude s’appuie sur la simulation numérique directe (DNS) à l’aide du code JADIM de
l’IMFT et l’approche expérimentale locale par la visualisation et divers outils de quantification.
L’étude numérique est focalisée sur l’étape collision de la capture. La résolution des équations
Navier-Stokes permet d’obtenir le champ de vitesse autour d’une bulle et l’approche lagran-
gienne d’une particule dans ce champ permet de calculer la trajectoire critique qui détermine
finalement l’efficacité de collision. Les simulations couvrent une large gamme de paramètres ca-
ractéristiques du problème (nombre de Reynolds de bulle, rapport de diamètre particule/bulle,
nombre de Stokes des particules, rapport de vitesse de sédimentation des particule/vitesse de
bulle et degré de contamination de la surface de la bulle). L’efficacité de collision est fonction
croissante du nombre de Reynolds et du ratio de taille. L’inertie des particules a un effet positif
pour les grands nombres de Stokes, ce qui entraine une augmentation remarquable de l’efficacité
de collision. Pour les petits nombres de Stokes, un effet négatif a été observé, connu comme force
centrifuge qui éloigne la particule de la bulle et en conséquence diminue l’efficacité. La mobilité
de la surface de la bulle montre un impact important sur l’efficacité de collision, car elle change
totalement l’écoulement autour de la bulle.
D’un point de vue expérimental, la visualisation directe de l’interaction entre la bulle et les
particules nous permet de lier le modèle de capsule stagnante et le recouvrement de la surface de
la bulle par les particules. Ce dernier diminue la vitesse d’ascension de la bulle lors de la capture,
du fait de l’alourdissement de la bulle par les particules attachées, ainsi que par le changement
de la mobilité de l’interface qui engendre une augmentation de la force de traînée. Une nouvelle
approche expérimentale de la mesure de l’efficacité de capture est établie, basée sur la relation
entre la vitesse d’ascension de la bulle, la surface recouverte par les particules et le nombre de
particules capturées. La confrontation des valeurs des efficacités de capture expérimentales avec
celles de la simulation numérique démontre une bonne concordance.
Mots-clés : Flottation, Hétérocoagulation, Efficacité de collision, Expériences, Simulation
numérique directe (DNS), Modélisation, Contamination des surfaces, Inertie des particules
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Abstract
This work is devoted to determine the efficiency of particles capture by the fluid inclusion
(air bubble), which is the basis of the flotation process. This capture process, sometimes called
heterocoagulation, combines the dynamics of particle-bubble collision and film drainage with
the thermodynamics of the interfacial forces which link the bubble and the particles forming an
aggregate. With the aim of better understanding of different mechanisms, the study is based on
direct numerical simulation (DNS) by using the code JADIM of IMFT and the experimental
approach is performed by the local visualization and various measurements.
The numerical study focuses on the collision of the capture process. The resolution of Navier-
Stokes equations gives the local flow field around a bubble and the Lagrangian tracking of a
particle in this flow field allows us to find out the critical trajectory that determines the collision
efficiency. The numerical simulations cover a wide range of the parameters which characterize
this problem (bubble’s Reynolds number, particle to bubble size ratio, particle’s Stokes number,
particle to bubble terminal velocity ratio and bubble surface contamination level). The collision
efficiency increases with the bubble’s Reynolds number and the particle to bubble size ratio.
Particle’s inertia has a positive effect for large Stokes numbers, which leads a significant aug-
mentation of the collision efficiency. Meanwhile for small Stokes numbers, a negative inertial
effect has been observed, known as centrifuge force that pushes the particles from the bubble
surface and therefore reduces the collision efficiency. Bubble’s surface mobility (surface conta-
mination level) shows an important impact on the collision efficiency, because it totally changes
the liquid flow around the bubble.
On the experimental point of view, direct visualization of the interaction between the bubble
and the particles allows us to link the stagnant cap model and surface coverage of the bubble
by the captured particles. The later one reduces the bubble rising velocity during the particles
capture, since on one hand, the captured particles reduced the bubble’s buoyancy by increases
the bubbles affective density, and on the other hand, the change of interface mobility results
in an important increase of bubble drag force. A new experimental approach to measure the
capture efficiency is established based on the relationship between the bubble rising velocity, the
surface covered by particles and the number of particles captured. The comparison between the
experimental values with those given by the numerical simulation shows a good agreement.
Mots-clés : Flotation, Heterocoagulation, Collision efficiency, Experiment, Direct Numerical
Simulation(DNS), Modelling, Surface contamination, Particle inertia
vi
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Introduction
“ The basic act of flotation, namely, the capture of mineral particles by bubbles,
lies in the necessity of considering simultaneously the hydrodynamic processus of ap-
proach of the particles and the rising bubbles, and the play of surface molecular and
electrical forces capable of securing contact-angle formation and particle fixation on
the bubble surfaces. ”
B.V. Derjaguin
02.02.1961, Moscow
B.V. Derjaguin (1902-1994) a posé les fondations modernes de l’étude des colloides et des
interfaces, et son nom reste attaché à la thérorie DLVO (pour Derjaguin, Landau, Verwey et
Overbeek). Il n’est donc pas surprenant de trouver de sa plume cette phrase qui amène immé-
diatement au coeur du fonctionnement d’un appareil de flottation : des bulles capturent des
particules à leur surface uniquement quand les forces interfaciales le permettent, mais, cette
condition étant remplie, l’efficacité de la capture reste alors liée au processus hydrodynamique
d’approche qui va conduire à la collision préalable à l’attachement. Le terme “simultaneously”
que B.V. Derjaguin employe souligne le lien étroit et les couplages qu’il est nécessaire d’opérer
pour rendre compte du processus.
Comme souvent, le manque de connaissances fondamentales sur ce mécanisme à la base
de l’opération ne va pas arrêter le développement des applications : apparue industriellement
dans l’industrie minière pour la séparation sélective des particules de différents minerais, elle va
gagner les domaines du traitement des effluents, de la production d’eau potable et de l’épaississe-
ment de boues. Il est probable qu’elle joue également un rôle incontrolé dans d’autres situations,
comme par exemple dans des procédés d’affinage de métaux en fusion, ou dans la lutte contre le
colmatage par l’utilisation de bulles dans des procédés à membranes immergées. En guise d’intro-
duction étendue, le premier chapitre de ce manuscrit présente les différents types de flottateurs,
l’évolution de la vision des mécanismes impliqués dans la capture, puis les grandes classes de
modèles et d’approches expérimentales pour cette opération de séparation.
Très vite, il apparait clairement que l’efficacité du processus d’approche, ou efficacité de col-
lision, joue un rôle considérable indépendament de celui de la physico-chimie des interfaces. Les
expériences permettant d’étudier séparément la collision et l’attachement étant très délicates
à mettre au point, l’efficacité de collision est historiquement abordée par une voie de modé-
lisation analytique ou asymptotique, puis plus tard numérique. L’analyse bibliographique des
modèles de collision est présentée dans le chapitre 2. Elle repose sur une synthèse des outils de
compréhension de la dynamique des bulles et des particules qui est destinée à faciliter l’accès
au contenu de ces modèles. En effet, pour rendre compte des effets d’interception, puis d’iner-
tie et de sédimentation, les modèles proposés dans la littérature sont finalement d’une grande
complexité mathématique et incompréhensibles de prime abord. Or, il est indispensable d’avoir
cette connaissance, car 3 ordres de grandeur séparent les situations de collision les plus efficaces
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des moins efficaces. Ce constat a été clairement exposé lors du précédent travail réalisé sur ce
sujet par V. Sarrot(2006) en collaboration entre le Laboratoire d’Ingénierie des Procédés de
l’Environnement et l’Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse. V.Sarrot a mis en évidence
que ces trois ordres de grandeur peuvent être imputés à l’effet de la contamination de l’interface
de la bulle. Cette contamination peut être due à des espèces tensio-actives présentes en solu-
tion, mais aussi (surtout ?) aux particules captées par la bulle. V.Sarrot a montré cet effet en
calculant l’efficacité de collision à l’aide de simulations directes de l’écoulement engendré par
une bulle en ascension. Les calculs d’efficacité ont été menés en supposant que les lignes de
courant correspondent aux trajectoires des particules, ce qui revient à négliger l’effet de l’inertie
de ces particules, ainsi que celui de la sédimentation sous l’action de la gravité. Or, les études
antérieures, comme on verra dans ce chapitre 2, ont montré l’importance de ces deux effets.
Un des objectifs de ce travail sera donc de reprendre les simulations en incluant ces deux
nouveaux paramètres, tout en examinant les situations de contamination intermédiaire de l’in-
terface de la bulle. Pour ce faire, il faudra utiliser une approche de simulation différente de celle
utilisée par V. Sarrot : les trajectoires des particules ne suivent plus les lignes de courant, une
équation de trajectoire doit être résolue. Le chapitre 3 présente l’outil utilisé, il s’agit du code
de calcul JADIM, développé par le groupe Interface de l’Institut de Mécanique des Fluides de
Toulouse. On trouvera également dans ce chapitre les étapes de validation des hypothèses, en
particulier en ce qui concerne les forces hydrodynamiques et interfaciales qui doivent être prises
en compte. Les paramètres adimensionnels purement hydrodynamiques qui régissent la collision
sont au nombre de 5 : le nombre de Reynolds de la bulle Reb, le rapport des rayons de la bulle
et de la particule rp/rb, le taux de contamination de l’interface θcap, paramètres de l’étude de
V. Sarrot, auxquels se rajoutent le nombre de Stokes Stp et le rapport des vitesses terminales
des particules et des bulles us = Up/Ub.
Les résultats acquis par simulation sont regroupés dans le chapitre 4. Il s’agit dans un premier
temps d’examiner les influences de l’inertie et de la gravité pour les deux situations extrèmes
pour lesquelles la littérature présente quelques modèles : le cas des bulles propres et des bulles
totalement recouvertes par un contaminant, particules ou tensio-actifs. Les modèles les plus per-
tinents sont ainsi dégagés, ainsi que leurs insuffisances. Dans un deuxième temps, l’influence de
la contamination est abordée et un premier modèle proposé.
Le deuxième objectif de ce travail est de contribuer à la mise au point d’expériences pour me-
surer les efficacités de capture. En effet, comme le chapitre 1 le montrera, le nombre d’expériences
disponibles dans la littérature est finalement assez faible. Or, ces expériences sont nécessaires
pour la modélisation, bien sûr, mais aussi pour évaluer des performances de flottation pour des
milieux pour lequels ce procédé de séparation pourrait être intéressant dans l’avenir : au La-
boratoire d’Ingénierie des Systèmes Biologiques et des Procédés, qui a englobé les activités du
LIPE un an après le début de ce travail, des essais de flottation sont d’ores et déjà entamés pour
l’élimination de nanoparticules et envisagés pour la récolte de microalgues. Dans le chapitre 5,
l’expérience mise au point dans le travail de V.Sarrot est reprise avec quelques améliorations.
Il s’agit d’une expérience de capture par des bulles uniques en ascension dans la suspension
de particules solides, avec comptage du nombre de particules capturées. Les nouveaux résultats
obtenus le sont avec un meilleur contrôle des paramètres de l’expérience, mais, comme on le
verra, les limites de ce type d’expérience semblent atteintes.
Dans le chapitre 6, nous présentons une deuxième étude expérimentale qui garde de la pre-
mière expérience le principe de l’évaluation de l’efficacité de capture par des bulles uniques en
ascension dans une suspension de particules, avec le même soin apporté au contrôle des para-
mètres. Cette expérience a été complétée par des observations locales de particules capturées par
des bulles et de recouvrement de la surface de la bulle. Une nouvelle technique de dénombrement
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est ensuite proposée, basée sur la mesure continue de la vitesse d’ascension des bulles qui varie
sous l’effet des particules capturées. Cette vitesse est analysée en utilisant la connaissance ac-
quise sur l’effet de la contamination des interfaces sur la force de trainée des bulles. Les résultats
sont mis en perspective grace aux effets des différents paramètres dégagés lors de la modélisation
de la collision.
Ce travail, fruit d’une collaboration entre l’Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse
et le Laboratoire d’Ingénierie des Systèmes Biologiques et des Procédés, a été réalisé dans le
cadre de la Fédération de Recherche FERMaT qui a largement contribuée à son financement.
La bourse ministérielle a été attribuée dans le cadre des bourses inter-établissements de l’Uni-
versité de Toulouse.
Remarque : Ce manuscrit comprend des parties en Français et des parties en Anglais. Les
parties en Anglais reprennent parfois des éléments déjà rédigés en Français dans le but de
permettre la compréhension la plus complète possible des membres du jury non francophones.
La lecture par les lecteurs francophones de ces paragraphes introductifs en anglais est donc
facultative.
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Introduction
“ The basic act of flotation, namely, the capture of mineral particles by bubbles,
lies in the necessity of considering simultaneously the hydrodynamic processus of ap-
proach of the particles and the rising bubbles, and the play of surface molecular and
electrical forces capable of securing contact-angle formation and particle fixation on
the bubble surfaces. ”
B.V. Derjaguin
02.02.1961, Moscow
Professor B.V. Derjaguin (1902-1994) laid the foundation of the modern science of colloids
and surfaces and his name is permanently associated with the DLVO theory (Derjaguin, Lan-
dau, Verwey and Overbeek). Naturally, we find in his works this phrase that clearly states us
the complexity of the basic act of flotation : bubbles capture particles at their surface only if the
interface forces permit. The capture efficiency remains, however, linked with the hydrodynamic
of the approach of the particles to the bubble that leads to the collision, prior to the attach-
ment. The word “simultaneously” used by B.V. Derjaguin highlights the tight relation between
the hydrodynamics aspect and the physicochemical aspect that is necessary to be taken into
consideration in order to well understand the capture process.
As in other situations, lack of basic knowledge on the capture mechanism didn’t prevent the
development of the flotation applications : originated in the mineral industry for the selective
separation of different mineral particles, flotation is now expanding to include waste water treat-
ment, drinking water production and sludge dewatering. It is also likely that flotation plays an
important role in other processes, such as liquid metal purification, or prevention of membrane
fouling when injecting bubbles in the immersed membrane bioreactors. As an extended introduc-
tion, the first chapter of this thesis presents the different kinds of flotation cells, the evolution of
understanding of the capture mechanism, the kinetic models and then experimental approaches
for this separation process.
It appears clearly that the efficiency of particle approach process or collision efficiency is
independent of the physicochemical properties of the interface. Experimentally, to study sepa-
rately the collision and the attachment is very difficult to realise. The collision efficiency was
therefore firstly studied by analytical modelling or asymptotical methods, and later by numerical
simulations. The literature review of the existing collision models is presented in chapter 2. It is
based on a synthesis of the bubble and particle dynamics in order to facilitate the description
of the collision models. In fact, to take into consideration the interception effect, the inertial
effect and the sedimentation effect, the collision models proposed in the literature are at first
sight a very complex set of mathematical equations that can be quite incomprehensible. Howe-
ver, it is indispensable to have this knowledge, since the difference of the collision probability
between the most efficient one with the least efficient one may reaches to 3 orders of magnitude.
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This observation has been clearly presented by Sarrot (2006) in his PhD. thesis, which was a
collaboration between LIPE (Laboratoire d’Ingénierie des Procédés de l’Environnement) and
IMFT (Institut de Mécanique des fluides de Toulouse). In his work, V. Sarrot showed that this
difference can be attributed to the bubble interface contamination. This contamination may be
not only be due to the presence of surface active agents in the solution, but also (predominately)
to the captured particles. By using the direct numerical simulation of the fluid flow induced by
the bubble’s motion, V. Sarrot calculated the collision efficiency for different interface contami-
nation levels and highlighted this effect usually neglected in the literature. The calculation of
the collision efficiency was performed by assuming that particle trajectories coincide with the
streamlines, corresponding to neglecting of the particle inertia and the effect of the gravitational
sedimentation. On the other hand, the previous studies presented in the chapter 2 have shown
the importance of these two effects.
One of the objectives of this work was then to evaluate the collision efficiency in the case of
partially contaminated interface by the numerical simulation with the consideration of two addi-
tional parameters (inertial and gravity). For this purpose, we use a numerical method different
to that used by V. Sarrot. Particles do not follow the streamlines and so a complete trajectory
equation has to be solved. In the chapter 3, the numerical tool JADIM code, developed by the
Interface team of IMFT, is presented and followed by the validations of the hypothesis employed,
in particular, the choice of the hydrodynamic and interfacial forces that should be taken into ac-
count. Five dimensionless parameters that control the collision are introduced. Except for those
parameters used by V. Sarrot : the bubble Reynolds number Reb, the particle to bubble size
ratio rp/rb, the interface contamination level θcap, we add the Stokes number Stp and the ratio
of terminal velocity of the particle and the bubble Up/Ub.
The results obtained by simulations are presented in chapter 4. Firstly, the influence of iner-
tial and gravitational effects are examined for two extreme situations : the clean bubble and
the fully contaminated bubble, for which several models can be found in the literature. The
most promising models have been compared to the numerical results and their insufficiencies are
discussed. Secondly, the influence of the contamination is analysed and a first model is proposed.
The second objective of this work is to set up an experiment to determine the capture ef-
ficiency. In fact, as shown in chapter 1, in the literature, there are few experimental studies of
capture efficiency. This kind of experiment is necessary not only for the modelling but also for
the evaluation of the flotation performance where this separation process could be promising :
at LISBP (that has adsorbed the research axis of the LIPE, one year after this project had
been started) some flotation tests have already been performed for the nano-particle elimination
or micro-algae collecting. In chapter 5, the experiment designed by V. Sarrot was reused with
several modifications. In this experiment, the number of particles captured by single bubbles
rising through the suspension is determined by a particle counter. New results are obtained with
a better control of experimental parameters, but the limits of this kind of experiment seems to
be reached.
A second experimental study based on the same principle of the first experiment is presented
in chapter 6, with same effort to the control of the experimental conditions. Some complementary
tests are performed, such as the local observations of particles capture by bubbles and modelling
of bubble surface coverage. Based on the knowledge of the influence of interfacial contamination
on the bubble dynamics, a technique is then proposed, by measuring the variation of the bubble
rise velocity. With the help of the collision modelling, the effects of various parameter are iden-
tified and promising results are obtained.
Funded by the federation FERMaT, this project is realised in collaboration between IMFT
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and LISBP. The ministerial scholarship has been granted by the inter-institutions of the Uni-
versity of Toulouse.
Remarks : This manuscript is composed of parts in French (Chapter 1, 2, 3 and 5) and parts
in English (Chapter 4 and 6). Some paragraphs written in French have been repeated in the
parts in English, in order to facilitate the lecture for the no French speaking members of the
thesis committee. So, for the French speaking reader these paragraphs in English are optional.
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Eléments sur le procédé de flottation
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1.1. Présenttion générale
1.1 Présenttion générale
1.1.1 Rappels Historiques
Le procédé de flottation est très ancien puisqu’il a été appliqué dans l’industrie minière depuis
le XIXème siècle : l’huile est utilisé comme collecteur pour séparer certains mineraux (ex. sulfite)
de la gangue. Au début du XXème siècle, la flottation a été utilisée dans le traitement des eaux
pour récupérer des corps de densité inférieure à celle de l’eau (ex. huile, fibres de papier). A partir
des années 1960, la flottation a été employée comme un procédé alternatif à la sédimentation
dans le traitement d’eaux potables et d’eaux usées pour traiter des eaux peu turbides, colorées
et concentrées en algues ou acides fulviques. Actuellement, la flottation est également utilisée de
manière intensive pour l’épaississement des boues (Arora et al., 1995).
1.1.2 Principe de la flottation
La flottation est une opération unitaire utilisée pour séparer des particules solides ou li-
quides (phase dispersée) d’une phase liquide (phase continue). Le principe repose sur la capture
de corps en suspension dans une pulpe à traiter, par des collecteurs flottants, le plus souvent
des bulles d’air. Si les particules mises en contact avec les bulles sont captées par ces dernières,
elles peuvent monter à la surface de la cellule, où ces agglomérats sont retenus dans une mousse
qui est ensuite évacuée du procédé par déverse ou raclage. La séparation peut être sélective.
Ce procédé fait appel à la différence de masse volumique entre les deux phases en présence.
Plusieurs cas peuvent être distingués :
– si la masse volumique de la phase dispersée est nettement inférieure à celle de la phase
continue, la séparation, qui s’effectue automatiquement, est dite naturelle ;
– si la masse volumique de la phase dispersée est légèrement inférieure à celle de la phase
continue, la flottation est dite assistée, puisque des moyens extérieurs doivent être mis en
oeuvre pour améliorer la séparation ;
– si la masse volumique de la phase dispersée, à l’origine supérieure à celle de la phase conti-
nue, est artificiellement réduite, la flottation est dite provoquée. La qualité de la flottation
provoquée dépend surtout des interactions physico-chimiques et hydrodynamiques entre
les trois phases solides, liquide, gaz.
1.1.3 Les différents types de flottation
Dans la famille des procédés de flottation, deux grands types peuvent être distingués suivant
le diamètre des bulles utilisées pour effectuer la séparation.
1.1.3.1 La flottation à l’air induit (FAI)
Ce procédé est surtout utilisé en minéralurgie, mais pas couramment dans le domaine du
traitement des eaux, excepté dans le domaine pétrolier et dans les traitements primaires d’eaux
résiduelles. La dispersion d’air sous forme de bulles peut être réalisée par :
– agitation mécanique : l’air est introduit dans la cellule sous le rotor d’une turbine par une
conduite. Une forte agitation turbulente peut créer des bulles de 0.2 à 2 mm de diamètre.
La vitesse ascensionnelle est d’environ 200 mm.s−1(Degremont, 2005) ;
– distributeurs poreux : l’air est introduit en traversant des orifices, par exemple des mem-
branes souples percées ou des matériaux céramiques poreux. Les bulles créees sont relati-
vement grosses (db = 2− 4 mm).
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1.1.3.2 La Micro-flottation
Comme son nom l’indique, ce procédé repose sur la production de fines bulles afin d’augmen-
ter la concentration en bulles et de garder une faible vitesse ascensionnelle des bulles. D’après
Gregory & Zabel (1990), à cette condition, le rendement de séparation est maximal. Les fines
bulles peuvent être produites par les méthodes suivantes :
– Flottation à air dissous (DAF) : les microbulles (dp = 40−80 µm, c’est à dire d’un dia-
mètre 100 fois inférieur à celles produites en FAI) sont obtenues par détente d’une solution
enrichie en air dissous sous une pression de quelques bars. Les procédés de flottation à air
dissous peuvent fonctionner à une grande vitesse superficielle comprise entre 5−12 m.h−1.
– Flottation électrique : cette technique repose sur l’électrolyse de l’eau. Les fines bulles
(dp = 10− 40 µm) d’hydrogène et d’oxygène sont générées au niveau des électrodes.
– Flottation chimique : elle est souvent utilisée pour le traitement des eaux usées. Suivant
la nature de l’effluent, les bulles peuvent être obtenues à partir de la fermentation des
matières organiques ou de l’acidification d’une solution de carbonates ou de bicarbonates.
1.2 Mécanismes fondamentaux de la flottation
Les mécanismes de l’interaction bulle-particule contrôlent la sélectivité et l’efficacité du pro-
cédés de flottation. En fait, les mécanismes d’interation sont à la rencontre de domaines scenti-
fiques multiples comme l’hydrodynamique des inclusions et leur interactions, le drainage de film
visqueux, les forces interfaciales, les milieux coloïdaux, l’adsorption aux interfaces gaz-liquide.
On pourrait certainement trouver encore d’autres domaines qui, d’une façon ou d’une autre,
pourraient intervenir dans la capture de particules par des bulles.
Cette interaction entre des bulles et des particules est discutée depuis le début du XXème
siècle, c’est à dire depuis que la flottation a été introduite comme technique de séparation
(Taggart, 1927). En 1932, Gaudin (1932) a proposé la théorie de la collision : la bulle et la par-
ticule doivent se rencontrer avant l’attachement. Elle n’est pas acceptée jusqu’à la publication
de “Kinetics of the flotation process” dans laquelle Sutherland (1948) a développé un modèle
de collision et a dérivé l’expression d’efficacité de collision à partir de la fonction de courant.
Cette théorie de collision a été ensuite confirmée par des expériences cinématographiques : les
particules ayant une surface hydrophobe tombent sur une bulle captée, et puis les agglomérats
bulle(s)/particule(s) se forment (Schulze, 1984; Nguyen & Kmet, 1992; Nguyen & Evans, 2004).
Le processus de capture d’une particule solide par une bulle étant à la base du procédé de flotta-
tion, de nombreux chercheurs ont orienté leurs travaux vers la compréhension et la modélisation
de ce processus.
1.2.1 Modèle à trois zones
Derjaguin & Dukhin (1961) ont décrit le processus d’interaction bulle-particule en introdui-
sant le modèle des trois zones :
– La zone 1 est la région loin de la surface de la bulle dominée par les forces hydrodyna-
miques. Dans cette zone, l’interaction bulle-particule est purement hydrodynamique, on
parlera de collision.
– Dans la zone 2, proche de l’interface de la bulle, le liquide s’écoule autour de la bulle
en ascension et crée un courant tangentiel qui balaye les ions ou les surfactants adsorbés
du front à l’arrière de la bulle. Par conséquent, la non-uniformité de la concentration de
particules entraîne une couche limite diffusionnelle autour de la bulle. L’interaction est
10
1.2. Mécanismes fondamentaux de la flottation
contrôlée dans cette zone par la force éléctrophorétique.
– Dans la zone 3, la distance de séparation est de 10−7 à 10−6 m dépendant de la taille de
bulle (Derjaguin & Dukhin, 1961), les forces de surface deviennent importantes, y compris
la force de Van der Waals, la force électrostatique et la force structurelle. Cette dernière
a été déterminée et baptisée plus tard par Laskowski & Kitchener (1969) comme la force
hydrophobe. Le drainage du film entre la particule et la bulle est contrôlé par la somme de
ces trois forces. Si elle est négative, l’attachement de la particule à la surface de la bulle
est impossible. Si elle est positive, l’interaction va se transformer en attachement (voir
paragrahe 1.2.2.2).
1.2.2 Modèle à trois étapes
Dans un article consacré au détachement des particules après leur capture, Ralston et al.
(1999b) ont redécrit ce découpage du processus de capture en trois étapes. Dans un premier
temps, une bulle et une particule s’approchent l’une de l’autre jusqu’à former un film liquide
entre elles. Ce film liquide est ensuite drainé pendant que la particule glisse à la surface de la
bulle. Il atteint son épaisseur critique et se rompt, permettant à la bulle et à la particule de créer
une liaison stable que l’inertie de la particule ou l’agitation dans le liquide ne peuvent pas casser
avant que l’attelage bulle-particule n’arrive à la surface libre. Ces trois étapes successives sont
appelées genéralement : la collision, l’attachement et la stabilité de l’attelage. Ces trois étapes
de capture sont contrôlées par les différents types d’interactions entre la bulle et la particule :
l’interaction hydrodynamique, l’interaction gravitaire, l’interaction capillaire et l’interaction dûe
aux forces de surface. Le découpage temporel (et non plus spatial comme dans le modèle à trois
zones) est illustré sur la figure 1.1. En quelque sorte, on peut dire qu’il décrit de façon lagran-
gienne l’histoire vécue par la particule qui traverse les trois zones du modèle précédent. Cette
évolution est importante, car elle introduit une notion de temporalité qui sera primordiale dans
l’analyse de l’étape d’attachement. Les paragraphes suivant détaillent les principaux éléments
des ces trois étapes.
BULLE BULLE
Collision Attachement Détachement
BULLE
Figure 1.1 – Représentation schématique des trois étapes de capture (Ralston et al., 1999b)
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1.2.2.1 Collision
La collision entre une particule et une bulle est la condition préalable pour que la capture
soit possible. La définition de la collision est l’approche d’une particule vers une bulle jusqu’à
une certaine distance, à partir de laquelle, les forces de surface commencent à jouer (Schulze,
1989). Comme la taille de la particule est petite par rapport à celle de la bulle, l’interface
est souvent considérée comme plane. De plus, l’interface est déformable. Si l’inertie est assez
grande, elle conduit à une dépression de la surface de bulle, ou même à un rebond de la parti-
cule (Sutherland & Wark, 1955). Si la surface de la bulle est complètement contaminée par les
tensions-actifs, la collision peut être considérée comme celle d’une sphère solide approchant un
plan solide.
Pour une particule de rayon rp, la collision avec une bulle intervient à chaque fois que la
trajectoire de la particule approche la surface de la bulle à une distance inférieure à rp (Fig.
1.2). Notons Ψcrit la trajectoire critique dont la distance minimale à la surface de la bulle est
rp. La surface Γcrit est définie par rotation autour de l’axe de symétrie de la ligne décrite par
Ψcrit. Toutes les particules de diamètre rp à l’intérieur de cette surface limite entrent donc en
collision avec la bulle. L’ensemble de ces lignes compose un tube dont le rayon à une distance
infinie de la bulle s’appelle le rayon de collision rc. L’angle θ pour lequel la trajectoire critique
est à la distance minimale rc est noté θc. La surface de la bulle servant à capturer les particules
est alors définie par 0 ≤ θ ≤ θc
rc
dp
Ψcrit
θc
rb = db/2
rp = dp/2
−Ub
Figure 1.2 – Collision bulle-particule
Pour une concentration uniforme en particules, l’efficacité de collision Ecoll est définie comme
le rapport entre le débit Qcoll = πr2cUb de fluide passant à l’intérieur du volume délimité par la
surface Γcrit et le débit Q∞ = πr2bUb passant dans le volume balayé par la bulle (Schulze, 1989) :
Ecoll(dp/db, Reb) = Qcoll/Q∞ = (rc/rb)
2 (1.1)
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La collision bulle-particule est en général le résultat de plusieurs mécanismes :
– Interception
Les petites particules se comportent comme un traceur et elle s’adaptent instantanément à
l’écoulement. La trajectoire des particules et la ligne de courant sont identiques. Du fait de
la compression des lignes de courant au passage de la bulle, ces particules sont amenées par
le mouvement du liquide jusqu’à la surface de la bulle. Ce mécanisme de collision dépend
de la taille de la particule et de l’écoulement du liquide porteur généré par le passage de
la bulle.
– Contribution inertielle
Plus l’inertie d’une particule est grande, plus celle-ci aura du mal à suivre le mouvement
imposé par le fluide. Cet effet peut être prédominant pour les grosses particules. Levin
(1961) a montré que la particule se dépose à la surface d’une sphère ou d’une bulle sous les
forces inertielles quand St > 1/24. St est définit comme St = 2ρpr2pUb/9µfrb. Pour St <
1/24, les particules suivent les lignes de courant et donc l’interception est le mécanisme
principal. Dans le cas de l’eau ρf = 1000 kg.m−3 et ν = 10−6 m.s−1, cette valeur critique
correspond à rp = 13 µm pour une bulle de rb = 1 mm.
Rebond de la particule
Effet d’inertie favorable
Effet d’inertie défavorable
Déformation de la surface
Bulle
Figure 1.3 – Effet de l’inertie des particules
Ralston et al. (2002) montrent que les forces inertielles se manifestent par au moins trois
effets (Fig. 1.3) :
(a) Déviation de la trajectoire de particules des lignes de courant induites par la bulle :
la force d’inertie s’oppose à tous les changements dûs au mouvement de la particule.
Quand une particule tombe vers une bulle, au sommet de la bulle, l’inertie favorise
le dépôt de la particule sur la surface de bulle en empêchant le changement de la
direction du mouvement.
(b) Forces centrifuges : à l’équateur de la bulle, l’inertie pousse la particule loin de la bulle
via la force centrifuge. La présence de la force centrifuge rend la collision impossible
à partir d’un certain angle θ.
(c) Déformation de la surface de bulle par la particule au moment de l’impact : si St est
grand, l’énergie cinétique portée par la particule n’est pas totalement dissipée lors de
l’effleurement, par conséquent, la particule rebondit sur la surface de la bulle. Ceci
signifie qu’une seconde collision est envisageable.
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Le tableau 1.1 donne une synthèse des influences inertielles en fonction de St.
Table 1.1 – Effets d’inertie sur la collision bulle-particule d’après Ralston et al. (2002)
St≪ 0.1 Pas d’influence
St ≤ 0.1 Effet défavorable
0.1 < St < 1 Impact inélastique sans rebond
St > 3 Impact quasi-élastique avec rebond
– Sédimentation gravitaire
Grâce à la gravité, la particule s’écarte de la ligne de courant et peut se déposer sur
la bulle par sédimentation. Cet effet peut donner une contribution à la collision bulle-
particule jusqu’à dp = 1 µm (Schulze, 1989). A faible nombre de Reynolds Reb → 0, on
utilise souvent la vitesse de sédimentation pour caractériser l’effet gravitaire :
Us =
2
9
(ρp − ρf )r2pg
µf
(1.2)
Il faut noter que lorsque la masse volumique de la particule augmente, non seulement
le nombre de Stokes augmente, mais aussi la vitesse de sédimentation. Comme nous le
montrerons au chapitre 3, la relation entre St et us = Us/Ub est quasiment linéaire.
– Diffusion Brownienne
Les particules immergées dans un fluide sont soumises à des chocs avec les molécules
du fluide environnant. Entre deux chocs, la particule se déplace en ligne droite avec une
vitesse constante et la particule est accélérée lorsqu’elle rencontre une molécule de fluide
ou une paroi. Il en résulte un mouvement aléatoire de la particule, si celle-ci est suffisament
petite. Le transport des particules vers la bulle par diffusion est gouverné par le coefficient
de diffusion D qui est donné par la loi de Stokes-Einstein :
D =
kBT
6πµrp
(1.3)
avec kB = 1.381× 10−23 J/K la constante de Boltzman, T la température de la solution,
µ la viscosité dynamique du fluide. Le déplacement quadratique moyen est proportionnel
au temps écoulé :
< X2(t) >= 2αDt (1.4)
où α est la dimension du mouvement (linéaire, plan, spatial). La figure 1.4 présente le
déplacement de plusieurs tailles de particules pendant le temps d’interaction avec une
bulle de diamètre db = 1 mm. La diffusion Brownienne des particules à proximité de la
bulle augmente la probabilité de collision entre la bulle et la particule. Cependant, les
particules de diamètre dp > 1 µm sont peu affectées par le mouvement Brownien.
– Diffusion Turbulente
La présence de turbulence ou d’agitation induite par le mouvement des autres bulles est
également un élément important à considérer. La collision due à la diffusion turbulente se
fait par deux moyens dépendant du nombre de Stokes en régime turbulent :
Stt =
τi
τη
=
τi√
ν/ε
(1.5)
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Figure 1.4 – Mouvement Brownien des microparticules autour d’une bulle d’air dans l’eau
(db = 1mm). (a) variation du coefficient de diffusion (Eqn. 1.3), (b) déplacement moyen des
microparticules (Eqn. 1.4)
.
où τi est le temps de relaxation d’une inclusion et τη est le temps caractéristique de l’échelle
de Kolmogorov. ν et ε sont la viscocité cinématique et le taux de dissipation de l’énergie.
Pour les petites bulles et particules Stt ≤ 1, la bulle et la particule suivent le mouvement
du liquide. Elles se déplacent parallèlement et restent dans les structures turbulentes de
grande échelle. Les particules sont transportées par les petites structures vers la bulle,
comme dans le régime laminaire (Sherrell & Yoon, 2005). Si Stt > 1, par exemple pour
ε élevé, les trajectoires des inclusions et le fluide ne sont plus identiques. Les inclusions
peuvent traverser les tourbillons sous l’effet des forces centrifuges, du poids ou de la force
de portance dûe au cisaillement de l’écoulement.
Dans le chapitre 2, les modèles de collision proposés dans les études antérieures sont présentés
en détail.
1.2.2.2 Attachement
Toutes les particules rencontrant une bulle ne s’attachent pas à sa surface. Après la collision,
il reste encore une mince couche de liquide qui les sépare (voir Fig. 1.5). Cette épaisseur de
liquide doit être drainée pendant que la particule glisse le long de la surface. Après rupture de
la couche liquide, une ligne de contact triple entre le liquide, la bulle d’air et la particule solide
(TPC) se forme. La ligne de contact triple se développe jusqu’à la position d’équilibre entre les
forces s’exercant sur l’interface. Le rayon de la ligne TPC est rtpc. La rupture intervient quand
l’épaiseur du film atteint une épaisseur minimale, dite critique hc. Les mesures expérimentales de
l’épaisseur critique d’un film entre une bulle d’air et une plaque de silice (Yoon & Luttrell, 1989)
donnent une corrélation de hc en fonction de la tension superficielle σ et de l’hydrophobicité de
la surface (caractérisée par l’angle de contact θa), sous la forme :
hc = 23.3[σ(1− cos θa)]0.16 (1.6)
Pour comprendre le processus d’attachement, deux temps caractéristiques sont introduits par
Sutherland (1948) : le temps de glissement ts et le temps d’induction td. Le temps de glissement
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hc
2rtpc
θa
θm
θ0
Figure 1.5 – Trois étapes de l’attachement bulle-particule (Nguyen et al., 1998)
est la durée pendant laquelle la particule glisse sur la surface de la bulle. C’est une fonction de
la vitesse du liquide autour de la bulle et de la taille de la bulle. Le temps d’induction est défini
comme le temps minimum de drainage du film liquide entre bulle et particule. L’attachement
ne peut avoir lieu que si le temps de glissement est inférieur au temps d’induction. Le temps de
glissement d’une particule non inertielle se calcule souvent à partir de la vitesse tangentielle à
l’interface :
ts = (rp + rb)
∫ θm
θ0
dθ
(u+ v sin θ)
(1.7)
où θ0 et θm sont l’angle au début et à la fin du glissement, respectivement. Sutherland (1948) a
dérivé pour la première fois ts pour une bulle propre dans un écoulement potentiel. En tenant
en compte de la vitesse de sédimentation, Dobby & Finch (1987) ont trouvé :
ts =
rp + rb
Us + Ub
[
1 + 12
(
rb
rb+rp
)3] ln(cot θ02 ) (1.8)
Pour les nombres de Reynolds intermediaires, Nguyen (1994) a proposé :
ts =
rp + rb
Ub(1−B2)Aln
{
tan(θm/2)
tan(θ0/2)
[
csc θm +B cot θm
csc θ0 +B cot θ0
]}
(1.9)
avec
A =
Us
Ub
+
rp
rb
X +
r2p
r2b
M
B =
rp
rb
Y
A
+
r2p
r2b
N
A
(1.10)
où X, Y , M et N sont les paramètres liés à Reb. Cette expression est valable pour Reb jusqu’à
600.
En théorie, il existe un angle maximal de début de glissement à partir duquel ts est inférieur
à td et l’attachement n’est plus possible. Cet angle est appelé angle d’attachement θatt (Fig.
1.6). Nguyen (1993) montre que θm maximum correspond à l’angle de collision θc. En régime
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potentiel et de Stokes, θmaxm = 90
◦. Mais dans le cas d’une bulle avec une surface immobile, θmaxm
est inférieur à 90◦ du fait de l’asymétrie amont-aval de l’écoulement.
rcoll
ratt
Attachement impossible
Attachement possible
Rebondissement
θ0
θmaxm = θc
θ < θatt ts > td
θ > θatt ts < td
Collision impossible
Figure 1.6 – Angle critique pour l’attachement
Le temps de drainage dépend aussi de la position de contact entre la particule et la bulle.
Si la particule arrive proche du pôle, la quantité de mouvement orthogonale à la surface est
assez forte pour provoquer une grande déformation de la surface. Cette déformation peut être
suivie par un drainage rapide du film ou par un rebond de la particule selon son inertie. Si la
particule arrive proche de l’équateur, il n’y a pas de déformation de la surface, la trajectoire de
la particule est trop tangente, le drainage est moins efficace.
Pour chaque taille de particule, le temps d’induction augmente avec la diminution de l’hy-
drophobicité de la surface de la particule (Israelachvilli & Pashley, 1982). L’hydrophobicité de
l’interface est souvent représentée par l’angle de contact θa entre deux surfaces. L’analyse théo-
rique conduite par Jowett (1980) montre que le temps d’induction augmente exponentiellement
avec le diamètre de la particule. L’exposant varie entre 0 et 3/2. Ce modèle concorde avec les
résultats expérimentaux obtenus par Trahar & Warren (1976) et Ye & Miller (1988).
td = Ad
B
p (1.11)
où le coefficient A dépend de l’angle de contact, notamment quand θa ≤ 50◦, de la taille de la
bulle et de celle de la particule. Par contre le coefficient B est independent de θa et db.
Pour que l’attachement soit réalisé, le film de liquide drainé doit être rompu pendant que la
particule glisse sur l’interface (td < ts). Comme θatt et θc correspondent au début et à la fin du
glissement, l’efficacité d’attachement peut donc être estimée par :
Eatt =
sin2 θatt
sin2 θc
(1.12)
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Pourtant la rupture du film dépend des propriétés physico-chimiques du liquide et des surfaces
des deux inclusions (particule et bulle). Par exemple, si le film entre les surfaces hydrophiles est
stable, la rupture du film est impossible. Par contre, si le film entre les surfaces hydrophobes
est instable, la ligne de contact triple peut se former après la rupture (Fielden et al., 1996).
Pour mieux comprendre cette interaction, les forces qui s’exercent entre les deux surfaces sont
détaillées ci-dessous.
Force électrostatique FR
Lorsqu’un liquide est en contact avec une surface, celle-ci se charge, à cause de l’ionisation ou
de la dissociation des groupements fonctionnels de la surface ou de l’adsorption d’ions contenus
dans la phase aqueuse (Israelachvilli, 1992). Des forces électrostatiques apparaissent alors. La
présence de ces charges donne naissance à la double couche électrique (la couche dense de Stern et
la couche diffuse de Gouy-Chapman) à la surface. Le potentiel zêta ζ (différence de potentiel entre
la couche de Stern et le liquide) est souvent utilisé pour caractériser la répartition des charges
électriques sur la surface. L’approximation de la force électrostatique entre deux particules de
rayon r1 et r2 est donnée par l’équation de Hogg-Healy-Fuerstenau (Nguyen & Evans, 2004) :
FR(h) = ǫǫ0κ
2πrbrp
rb + rp
2ζpζbexp(κh) + ζ
2
p + ζ
2
b
exp(2κh)− 1 (1.13)
où h est la distance entre les surfaces, ǫ0 et ǫ sont les constantes diélectriques du vide et de la
solution, respectivement, ζp et ζb sont les potentiels zêta de la particule et de la bulle, respecti-
vement, κ−1 est la longueur de Debye donnée par :
κ =
[
e2
∑
ni(∞)z2i
ǫǫ0kBT
]1/2
(1.14)
où kB est la constante de Boltzmann, T la température, e est la charge de l’électron, ni(∞) est
la densité des ions electrolytes de valence zi.
Les particules présentes dans l’eau brute sont très généralement chargées négativement dû
aux imperfections du réseau cristallin ou à l’ionisation des groupements chimiques périphé-
riques (i.e. l’ionisation à la surface du verre, ≡ SiOH →≡ SiO− + H+, produit une charge
de surface négative). Les bulles d’air présentes dans l’eau sont aussi souvent chargées négati-
vement dû à la préférence des ions OH− à l’interface air/liquide (Palascak & Shields, 2004).
Yordan & Yoon (1989) ont réalisé des expériences pour mesurer le potentiel-ζ d’une bulle d’air
approchant une surface de silice dans une solution de DAH (dodecyl amine hydrochloride) à
10−5 M et à pH = 10. Les résultats montrent que le potentiel-ζ de la bulle et de la silice
sont de −45 mV et de −20 mV respectivement. Dans les systèmes de flottation, les charges
électriques portées par les particules et les bulles sont de même signe induisant une force électro-
statique répulsive. Dans des cas exceptionnels, Nguyen (2003) indique que même si les particules
et les bulles peuvent s’attirer entre elles, l’attraction électrostatique est tellement faible que les
particules sont faciles à détacher de la surface de la bulle, notamment pour les grandes particules.
Forces de Van der Waals FA
Ce sont des forces électromagnétiques résiduelles faibles, d’origine quantique, s’exerçant entre
des molécules et même des atomes neutres. S’il s’agit de grosses particules, c’est la somme des
forces s’exerçant entre les atomes ou molécules qui composent ces particules. Les forces de Van
der Waals ont plusieurs origines. On peut en dénombrer trois : des forces de Keesom entre
molécules polaires, des forces de Debye entre molécules polaires et dipôles induits, des forces de
dispersion de London entre dipôles instantanés. Si on ne considère que ces trois contributions, les
interactions sont attractives. Mais quand la distance est très courte, il faut tenir compte des forces
répulsives (répulsion de Born, répulsion stérique) qui peuvent être très importantes (Hamaker,
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1937; Milling et al., 1996; van Oss et al., 1979). Les forces de Van der Waals peuvent agir à une
longue distance (> 10 nm) de l’ordre d’un espace interatomique. La force intermoléculaire de
Van der Waals peut s’exprimer aussi en fonction de la distance de séparation :
FA(h) = −dEA(h)
dh
(1.15)
En se basant sur la théorie de Lifshitz, Nguyen et al. (2001) développe les approximations per-
mettant d’estimer l’énergie de l’interaction de Van der Waals :
EA(h) =
A
6
[
2rprb
r2pb − (rp + rb)2
+
2rprb
r2pb − (rp − rb)2
+ ln
r2pb − (rp + rb)2
r2pb − (rp − rb)2
]
(1.16)
où A est la constante de Hamaker, rpb est la distance entre les centres des deux inclusions.
La difficulté de calculer cette force consiste en la détermination de la constante de Hamaker
A qui dépend des propriétés des matériaux. Pour le système silice (1) et bulle d’air (2) dans
l’eau (3), la constant A peut s’obtenir approximativement par l’équation suivante
A = (
√
A11 −
√
A33)(
√
A22 −
√
A33) (1.17)
où les coefficients A11 = 5.04 × 10−20 J , A22 = 0 J et A33 = 4.38 × 10−20 J , alors A =
−3.18 × 10−21 (Yordan & Yoon, 1989). Dans l’approche de Lifshitz (1955), la constante A est
une fonction de κ et de la distance de séparation h :
A(κ, h) = A0(1 + 2κh)e−2κh +Aξ(h)
avec
A0 ∼= 3kBT
4
Aξ = −0.235k
~ω
n2f − 1.887
n2f − 1
{
0.588
[1 + (h/5.59)1.185]1/1.185
− (n
2
f + 1.887)
0.5
[1 + (h/λp)1.185]1/1.185
}
où ~ est la constante Plank, nf est l’indice de réfraction de la particule, ω = 2 × 1016 et
λp =
9.499√
n2f+1.887
.
Mishchuk et al. (2002) ont calculé la force de Van der Waals FA qui s’exercent entre une
macro-bulle et une particule en tenant compte de l’état de la surface des particules et du liquide
porteur. Le calcul de Nguyen et al. (2001) montre que FA est alternative à longue distance. Par
example, entre une bulle d’air et une particule de quartz, FA est répulsive seulement quand
la distance de séparation est inférieure à 50 nm. Mais en présence d’électrolytes FA peut être
répulsive dans toute sa portée.
Forces de surface non-DLVO FH
Puisque FA et FR sont toutes les deux globalement répulsives, il existe d’autres forces de
surface qui conduisent à l’interaction attractive. En utilisant un microscope à force atomique
(AFM), Fielden et al. (1996) ont mesuré les forces d’interaction entre une bulle d’air et une
surface de silice en fonction de la distance de séparation. Ils trouvent que pour une surface
hydrophile, l’interaction est toujours répulsive ; par contre, pour une surface hydrophobe, l’in-
teraction devient attractive. Ces expériences prouvent que l’attachement est lié à d’autres forces
que FA et FR. Ce sont des forces “non-DLVO” qui dependent de la capacité de l’eau à former
des liaisons hydrogène. Si la surface contient des groupements hydrophiles, ils s’associent avec
les molécules d’eau par des liaisons hydrogène. Du fait qu’il faut fournir une certaine quantité
d’énergie positive pour libérer les molécules d’eau associées, l’interaction entre deux surfaces
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hydratées est répulsive. Cette répulsion hydrophile est une force à courte portée, de l’ordre de
3 à 5 nm (Israelachvilli, 1992). Dans le cas où la surface ne porte pas de groupements ioniques
ou polaires, ni de sites adéquats pour la formation de liaisons hydrogène, cette surface est donc
hydrophobe. Les molécules d’eau se trouvant à proximité de cette surface ont tendance à s’en
éloigner pour s’entourer d’autres molécules d’eau ce qui par conséquent favorise le rapproche-
ment des surfaces. Cette attraction hydrophobe est attractive et peut être effective jusqu’à une
distance de 80 nm.
De nombreux chercheurs ont utilisé l’AFM pour mesurer les forces hydrophobes. On constate
que les forces hydrophobes mesurées diminuent exponentiellement avec la distance séparant une
sphère et une surface plate. Ainsi, les données expérimentales sont généralement décrites par
une fonction double exponentielle :
FH =
rprb
rp + rb
[C1exp(−h/λ1) + C2exp(−h/λ2)] (1.18)
où h est la distance de séparation, λ1 et λ2 sont les longueurs de désintégration, les coefficients C1
et C2 sont liés à l’énergie libre à l’interface solide-liquide. Cependant, λ1, λ2, C1 et C2 peuvent
être obtenus par les mesures, par exemple via l’AFM. Les résultats montrent que les forces
hydrophobes peuvent être également décrites de la même forme que l’expression des forces de
Van der Waals (Yoon, 2000) :
FH = − K
6h2
rprb
rp + rb
(1.19)
où K est le seul paramètre d’ajustement qui est lié à l’angle de contact. Cependant la mesure des
forces hydrophobes entre une bulle et une particule hydrophobe est difficile, du fait de l’insta-
bilité du film liquide intervenant. Les données disponibles montrent que la portée de ces forces
peut être au-dessus de quelques centaines de nanomètres.
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Figure 1.7 – Energie potentielle de l’interaction entre une bulle d’air et un plan de silice. −·− :
EA ; −−− : ER ; · · · : EH et — : E totale. Les données utilisées pour le calcul : ζb = −45 mV ,
ζp = −20 mV , κ−1 = 96 nm, ǫ = 86.5, ǫ0 = 8.854× 10−12 C2.J−1.m−1, A = −3.12× 10−21 J ,
K = 6.3× 10−19 J (Yoon, 2000).
Yoon (2000) a calculé l’énergie potentielle de l’interaction entre une bulle d’air et un plan
de silice dans une solution de DAH en concentration [DAH] = 10−5 M à pH = 10 (voir la
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figure 1.7). Nous pouvons constater que la valeur maximale de l’énergie potentielle se trouve à
h = 75 nm avec E = 2.5 × 10−15 J . Cependant, la rupture du film liquide a souvent lieu à
h ≈ 1 µm, distance supérieure à la portée des forces de surface. Il est possible que le film liquide
soit d’abord destablisé par les fluctuations hydrodynamiques. Il en résulte une diminuation de
l’énergie libre.
1.2.2.3 Stabilisation/Détachement
La particule étant attachée à la bulle, leur liaison doit résister aux contraintes extérieures
pour que l’attelage puisse atteindre la surface libre sans être détruit. Les investigations sur la
stabilité des aggrégats particule-bulle sont en général limitées à l’effet de la turbulence (Schulze,
1977; Holthman & Cheng, 1991; Bloom & Heindel, 2002). Ralston et al. (1999a) ont étudié les
conditions de détachement en l’absence de turbulence à partir du bilan de force agissant sur
la ligne triple de contact à l’équilibre avec l’hypothèse qu’une particule sphérique est attachée
sur une grande bulle (db ≫ dp) dont l’interface peut être considérée comme plane. La figure
1.8 donne un schéma d’une particule solide attachée à l’arrière d’une bulle dont l’interface est
déformée sous l’effet du poids de la particule. La ligne pointillée représente la ligne triple de
contact. θa est l’angle de contact entre la surface solide et la surface de bulle. h est la hauteur
du ménisque et α est l’angle d’inclination. La forme du ménisque est gouvernée par la loi de
Young-Laplace.
particule
liquide
gaz
θaαrtpc
H σ
Figure 1.8 – Ligne de contact triple entre le liquide, une bulle d’air et une particule solide
stabilisée à l’arrière de la bulle
Les forces exercées sur la particule sont les suivantes :
– Force capillaire, qui agit le long de la ligne triple de contact, tangentielle à l’interface
gaz-liquide, et tend à tirer les particules vers la phase gazeuse. Du fait de la symétrie,
la composante horizontale de Fc s’annule et il ne reste que la composante verticale qui
renforce l’attachement.
Fc = 2πrtpcσ sinβ = 2πrpσ sinα sin(θa − α) (1.20)
où σ est la tension superficielle.
– Force de flottabilité qui agit sur la partie de la particule immergée dans le liquide. Elle
favorise la suspension de la particule.
Fb =
πr3pρfg
3
(2 + 3 cosα− cos3 α) (1.21)
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– Force de pression hydrostatique exercée sur la surface encerclée par la ligne triple de
contact.
Fp = ρfgHπ(rp sinα)
2 (1.22)
– Poids de la particule qui tend à la tirer vers le liquide.
Fg = 4πr
3
pρpg/3 (1.23)
– Force générée par la pression capillaire dans la bulle et qui agit sur la surface de la particule
présente dans la bulle.
Fσ = πr
2
pPσ ≈ πr2p sin2 α (2σ/rp − 2rbρfg) (1.24)
Si l’équilibre entre ces forces est obtenu, la liaision bulle-particule est stable. A noter d’autres
forces externes de détachement, par exemple l’accélération due à la turbulence :
Ft = 4πr
3
p(ρp + CMρfac/3) (1.25)
où le coefficient ac dépend de la structure et l’intensité de l’écoulement turbulent. Pour les
fines particules : ac ≈ 1.9ǫ2/3/(rp+ rb)1/3), avec ǫ le taux de dissipation d’énergie. Ralston et al.
(1999a) ont calculé le travail de ces forces pour un déplacement par rapport à la position équilibre.
Le détachement a lieu seulement lorsque l’énergie de détachement produit par le liquide est
supérieur à ce travail. Etant donné que Fatt = Fc + Fp est la somme des forces qui favorisent
l’attachement et Fdet = Fg − Fb + Fσ + Ft est la somme des forces qui peuvent engendrer le
détachement, la stabilité de l’attelage bulle-particules est caracterisé par :
Bo∗ =
Fdet
Fatt
=
Fg − Fb + Fσ + Ft
Fc + Fp
(1.26)
qui dépend de rb, rp, ρp, ǫ, g, σ, α et θa. Une expression approximative de la probabilité de
détachement Edet en fonction du Bo∗ est obtenu par Bloom & Heindel (1997b) basée sur les
expériences de Plate (1989) :
Edet = exp(1− 1/Bo∗) (1.27)
où Bo∗ est calculé avec les conditions Fp = 0 et Fc = Fmaxc qui est obtenu pour α = θa/2.
1.2.2.4 Efficacité de capture
En fait, les trois subprocessus : collision, attachement et détachement ne sont pas complète-
ment séparés, mais présentent des interactions. La limite entre la collision et l’attachement est
déterminée par la limite entre forces hydrodynamiques et forces interfaciales. Lorsqu’une par-
ticule approche une bulle jusqu’à une distance courte (de l’ordre du submicromètre), les forces
intermoléculaires deviennent significatives et l’attachement commence. Cependant, les forces hy-
drodynamiques, les forces de surface et les forces capillaires sont relativement indépendantes,
chacune est dominante lors de l’une des ces étapes de capture. En conséquence, collision, atta-
chement et détachement peuvent se traiter séparément. Ceci facilite la modélisation de chaque
étape. Ralston et al. (1999b) a proposé d’exprimer l’efficacité de capture par le produit des trois
efficacités précédentes :
Ecapt = Ecoll × Eatt × (1− Edet) (1.28)
où l’efficacité de collision Ecoll est le rapport du nombre de particules rencontrant la bulle
sur nombre de particules dans le volume intercepté par la bulle (Schulze, 1989), l’efficacité
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d’attachement Eatt est le taux de particules liées par rapport au nombre de particules rencontrées,
l’efficacité de détachement Edet représente le pourcentage des particules détachées de la bulle
par rapport au nombre de particules initialement attachées. Connaître cette efficacité de capture
locale est très importante pour déterminer l’efficacité globale d’un appareil de flottation.
1.3 Cinétique de flottation et modélisation
La cinétique de flottation dépend de la dimension des particules et de la taille des bulles,
mais elle est aussi affectée par une multitude d’autres facteurs tels que les interactions entre les
fractions granulométriques du minéral, l’action de la turbulence, la saturation des bulles, etc. Il
existe deux types de modèle, l’un considérant la variation temporelle de la concentration C de
particules, l’autre tenant compte de sa variation spatiale et du type de modèle de filtration.
1.3.1 Modèle temporel
Ce type de modèle considère que la variation temporelle de la concentration moyenne en
particule C dans la pulpe est de la forme :
dC/dt = −kCn (1.29)
avec k la constante cinétique de la flottation et n l’ordre de la réaction. La plupart des auteurs
considèrent que la flottation a une cinétique du premier ordre et que n = 1, bien que certains
suggèrent que l’ordre est plus élevé (Jameson et al., 1977; Yoon & Mao, 1996; Bloom & Heindel,
2002). Le bilan sur toute la colonne de flottation donne :
V dC = (QC0 −QC − kV Cn)dt (1.30)
où C0 est la concentration initiale à t = 0. En supposant que n = 1, nous avons
– Dans le cas d’un réacteur discontinu, Q = 0 :
dC/dt = −kCn (1.31)
soit
C = C0exp(−kt) (1.32)
et le rendement de la colonne R est alors :
R = 1− (C/C0) = 1− exp(−kt) (1.33)
– Dans le cas d’une opération en continue (régime stationnaire) dC/dt = 0 :
QC0 −QC − kCn = 0 (1.34)
soit
C = C0/(1 + kη) (1.35)
et
R = 1− (C/C0) = kη/(1 + kη) (1.36)
où η est temps de séjour.
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k est le produit du nombre de bulles nb, qui servent à la flottation et de l’efficacité de capture
Ecapt des particules par les bulles :
k = nbEcapt (1.37)
Ce modèle s’adapte bien aux cellules de flottation sous forme de cuve agitée que l’on peut
considérer comme un réacteur parfaitement agité. Mais il ne peut pas décrire la variation spatiale
de la concentration dans toute la géométrie d’un appareil de flottation.
1.3.2 Modèle spatial
Développé par Yao (1968); Jameson et al. (1977); Aurelle (1980), ce modèle prend en compte
la variation de la concentration en particules en fonction de la hauteur de la colonne. Le modèle
repose sur un bilan de matière sur une tranche d’épaisseur infinitésimale dz, de volume V dans
laquelle la concentration moyenne de particule en suspension est C(z). Soient nb le nombre de
bulles de diamètre db et Φ la fraction volumique d’air dans la tranche :
nb =
3V Φ
4πr3b
(1.38)
Le volume Vb balayé par les nb bulles sur la hauteur dz est :
dVb = πr
2
b × nb × dz (1.39)
Le nombre de particules capturées s’écrit alors :
dnp = Ecapt × C(z)× dVb (1.40)
La variation de concentration est dC = −dnp/V et le bilan de matière s’écrit alors :
V dC(z) = −Ecapt × C(z)× πr2b ×
3V Φ
4πr3b
× dz (1.41)
dC
C
= −3
4
ΦEcapt
rb
dz (1.42)
En supposant que l’efficacité de capture ne varie pas le long de la colonne, l’intégration sur la
hauteur L, de cette équation donne :
C = C0exp(−3LΦEcapt
4rb
) (1.43)
En remplaçant C par l’équation 1.32, Jameson et al. (1977) ont dérivé la constante cinétique k
pour une colonne de flottation fonctionnant en discontiu :
k = −3LΦEcapt
2dbt
=
3
2
QgLEcapt
dbV
(1.44)
où Qg est le débit de gaz introduit dans la colonne Qg = V Φ/t.
Cette équation a été largement utilisée (Yoon, 1993; Ralston, 1992), puisqu’elle permet de
comparer les constantes cinétiques de flottation entre des cellules dont les conditions microsco-
piques sont similaires mais les dimensions sont différentes. On note aussi l’importance de la
taille de bulle, qui est présentée dans l’équation elle-même et intervient de plus dans la fraction
volumique des bulles. Cependant, la modélisation unidimensionnelle spatiale s’adapte seulement
à la géomètrie d’une colonne de flottation. Si on utilise d’autres géomètries, ce modèle n’est plus
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valable. Quelques auteurs (Crossley, 1999 ; Lundh, 2000) ont fait les simulations sur l’ensemble
d’un flottateur par les techniques CFD, mais en se concentrant seulement sur la répartition des
bulles (condition de mélange, stratification).
1.4 Méthodes expérimentales pour mesurer l’efficacité de cap-
ture
Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que l’efficacité de capture Ecapt joue un
rôle majeur sur la performance du procédé. Cette efficacité définie à l’échelle d’une bulle peut
être intégrée sur le volume de l’appareil de flottation, afin de déterminer le rendement global. Au
cours des quarantes dernières années, plusieurs techniques ont été développées pour caractéri-
ser la performance de la flottation. Cependant, les techniques utilisées généralement permettent
seulement de prédire le taux de récupération globale des particules et ainsi l’efficacité globale de
capture. L’investigation de l’efficacité de chaque étape séparement reste très difficile. Toutes les
études locales ont à ce jour été réalisées dans des systèmes simples où les conditions hydrody-
namiques sont bien définies et contrôlées, afin de réduire les paramètres contrôlant la capture.
Parmi ces techniques, nous pouvons distinguer deux approches principales : la mesure directe et
la mesure indirecte.
1.4.1 Méthode directe
Il s’agit de photographier le mouvement d’une particule lorsqu’elle se déplace à proximité
d’une bulle (fixée ou en ascension). Comme l’interaction bulle-particule se passe très vite, une
camera rapide est indispensable. Le dispositif de Schulze (1977) pour faire ce type de mesure est
présenté sur la figure 1.9. Une bulle d’air est formée et retenue par une aiguille ; les particules
sont lâchées dans le milieu et tombent vers la bulle sous l’effet de la gravité ; une pompe de
recirculation externe permet d’imposer un écoulement faible autour de la bulle ; au niveau de la
bulle, une caméra stroboscopique est installée pour prendre les images.
La position de lâchage des particules est déplacée depuis la partie radiale de la bulle vers l’axe
vertical de la bulle jusqu’à ce que la collision ait lieu. La trajectoire critique de collision ainsi
que le rayon de collision sont aussi déterminées (Sutherland, 1948; Schulze, 1984). L’angle de
collision est également obtenue à partir du point de collision (Nguyen & Kmet, 1992). La figure
1.10 donne les trajectoires des particules hydrophobes passant à côté d’une bulle en ascension
dans l’eau.
L’analyse de ces images nous permet non seulement d’examiner la collision, mais aussi le
mécanisme d’attachement, en estimant, par exemple, le temps de glissement (Nguyen & Evans,
2004). Grâce à ce type d’étude, plusieurs phénomènes ont été mis en évidence :
– Lorsque les particules approchent la bulle, leurs trajectoires ne sont plus rectilignes du
fait de l’écoulement de liquide induit par la bulle. La courbure des trajectoires dépend du
nombre de Stokes de la particule St.
– Il existe un rayon critique rc au-delà duquel la collision bulle-particule est impossible
(Nguyen & Kmet, 1992).
– Selon la position de contact bulle-particule (l’angle de collision θc) et le nombre de Stokes
de la particule St, les particules peuvent glisser sur la surface de la bulle ou rebondir à
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Figure 1.9 – Dispositif expérimental Schulze (1977) de pour photographier la trajectoire d’une
particule autour d’une bulle fixée. 1 - colonne en verre (d > 4cm) ; 2 - caméra stroboscopique ;
3 - synchroniseur ; 4 - chargeur de particules ; 5 - pompe pour la recirculation de la solution
et la régulation du débit ; 6 - vanne ; 7 - correcteur de la distortion d’image ; 8 - lumière ; 9 -
diaphragme rotatif.
Figure 1.10 – Les trajectoires des particules hydrophobes autour d’une bulle en ascension
(rb = 0.66 mm,ub = 260 − 270 mm/s, Reb = 350) ; de gauche à droite, les particules sont en
charbon, en pyrite et en galèna, rp = 90−130 µm, St = 1.6−8.1 ; le temps entre chaque position
est t = 0.5 ms (Whelan & Brown, 1955).
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l’interface.
– Si les particules sont hydrophobes, la rupture du film liquide est observée. Si les particules
sont hydrophiles, il n’y a pas de rupture du film et par consequence pas d’attachement
(Nguyen & Evans, 2004).
– L’angle de collision est inférieur à 90◦ et lorsque le rayon de la bulle augmente, θc décroit
et l’efficacité de collision Ecoll diminue aussi (Fig. 1.11).
– Pour des particules de même taille, plus celles-ci sont lourdes, plus l’angle de collision est
grand et Ecoll est élevée, puisque dans ce cas la collision par gravité et/ou inertie devient
prédominante (Fig. 1.11).
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Figure 1.11 – Efficacité de collision Ecoll et angle de collision θc obtenus par la mesure directe
(Nguyen, 1994). • : particules de galène ρp = 7000 kg/m3, dp = 12.5 µm ; ∗ : particules de
quartz ρp = 2650 kg/m3, dp = 15.5 µm
Cependant, cette approche a quelques limitations : tout d’abord, comme la bulle est tenue
par un capillaire et que le blocage de la bulle n’est pas stable, la vitesse du liquide imposée doit
rester très faible pour éviter l’oscillation de la bulle. De ce fait, la collision se fait plutôt par la
sédimentation gravitaire des particules. De plus, le système de capture de la bulle bloque non
seulement la bulle, mais aussi le mouvement du liquide autour de la bulle. Par conséquent, la
condition à l’interface est également modifiée. Enfin, la surface d’une bulle captée n’est pas la
même que celle d’une bulle en ascension libre.
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1.4.2 Méthode indirecte
Le méthode indirecte permet de déterminer la probabilité de capture globale par une seule
bulle en ascension libre dans un liquide au repos (Anfruns & Kitchener, 1977; Hewitt et al.,
1994, 1995). De ce fait, le champ hydrodynamique autour de la bulle n’est pas perturbé comme
dans la méthode directe. Le premier “single-bubble” dispositif est le tube de Hallimond conçu
par Hallimond (1944). Dans la version originale, les particules sont placées sur un lit poreux.
En injectant l’air, les fines bulles sont générées par le lit poreux, le traversent et rencontrent
ensuite les particules. Puisque les mouvements des particules sont limitées par le lit, il est plus
facile pour les bulles de capter les particules. Ce dispositif a ensuite été modifié plusieurs fois
par Anfruns & Kitchener (1977); Hewitt et al. (1995); Ralston et al. (1999b).
Figure 1.12 – Dispositif expérimental de Anfruns & Kitchener (1977)
Dans la version de Anfruns & Kitchener (1977) (Fig. 1.12), la bulle isolée est créee dans l’eau
pure avant de traverser une suspension de billes de verre ou de quartz. Grâce à un microscope
installé en haut de la colonne, la taille des bulles est mesurée et le nombre de particules captées
est compté.
Afin d’avoir une génération régulière de bulles et des tailles de bulle différentes, Hewitt et al.
(1995) ont ajouté plusieurs injecteurs d’air, mais dans différentes orientations dans le tube de
Hallimond. La taille et la vitesse d’ascension de la bulle sont déterminées à l’aide d’une caméra.
De par la forme de la colonne, les bulles sont déviées sur le côté avant d’arriver à la surface libre.
L’éclatement de la bulle se fait au-dessus d’un “entonnoir”. Les particules peuvent ainsi, être
récupérées après sédimentation. La concentration de particules dans la suspension et le nombre
de particules captées par chaque bulle sont déterminés par un compteur de particule (Fig. 1.13).
La colonne de Ralston et al. (1999a) est similaire à celle de Hewitt et al. (1995), mais un
peu plus simple. Les bulles sont injectées en bas de la colonne directement dans la suspension
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Figure 1.13 – Dispositif expérimental de Hewitt et al. (1995)
Figure 1.14 – Dispositif expérimental de Ralston et al. (1999a)
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de particules de quartz hydrophobisées à différents degrés (Fig. 1.14).
Figure 1.15 – Dispositif expérimental de Partridge & Smith (1971)
Le dispositif expérimental de Partridge & Smith (1971)(Fig. 1.15) est une colonne de flotta-
tion semblable en principe au tube de Hallimond. Les avantages significatifs sont le petit volume,
la taille de l’échantillon et la facilité d’emploi. Elle se compose d’une colonne en verre ayant une
hauteur de 68 cm, avec en haut un collecteur et un déflecteur. Les bulles, produites en bas de
la colonne, montent à travers la suspension et captent les particules. Elles sont déviées sous le
déflecteur de sorte qu’elles arrivent à l’interface air/eau où elles s’éclatent au-dessus du collecteur
et ne tombent pas dans la colonne.
A la différence de la mesure directe, la méthode indirecte mesure plutôt l’efficacité de capture
globale. Cependant dans certains cas, il est possible de séparer les efficacités de chaque étapes,
grâce, par exemple, à l’utilisation de particules fines et extrêmement hydrophobes comme dans
les expériences de Anfruns & Kitchener (1977). Plus la surface de la particule est hydrophobe,
plus l’attraction entre les particules et la bulle est forte. En utilisant la méthode de méthylation
(Blake & Ralston, 1985), l’hydrophobicité de la surface d’une particule, qui est caracterisée par
l’angle de contacte θa, peut être modifiée. Cet angle peut être déterminé par le test de Wa-
shburn. Les études montrent qu’avec l’augmentation de l’angle de contact de la particule, la
barrière énergétique (qui empêche l’attachement de la particule à la bulle) est réduite et par
conséquent, le temps d’induction diminue (Yoon & Mao, 1996). Donc, l’efficacité d’attachement
augmente vers l’unité en utilisant des particules de quartz hydrophobisées à différents degrés
dans ce type d’expérience (Crawford & Ralston, 1988). La figure 1.16 illustre que l’efficacité de
capture augmente avec l’angle de contact.
Par ailleurs, l’ajout d’électrolyte peut aussi augmenter l’efficacité d’attachement et diminuer
la probabilité de détachement. L’excès d’ions présent dans la suspension permet de comprimer
la double couche à l’interface et de réduire la répulsion électrostatique ou même l’éliminer, si
la concentration est assez élevée (Anfruns & Kitchener, 1977). Les travaux sur l’influence de la
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concentration ionique sur le temps d’induction ont montré que l’épaisseur du film liquide dimi-
nue avec l’augmentation de la concentration ionique. Blake & Ralston (1985) ont montré que le
rendement de flottation peut augmenter de 53% à 81% en utilisant l’électrolyte [KNO3] = 1M .
Ralston et al. (1999b) ont montré que l’ajout de KCl, même en faible concentration permet de
doubler l’efficacité de capture dans le cas de particules hydrophobes comme le montre la figure
1.17.
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Figure 1.16 – Efficacité de capture expérimentale pour différents angles de contact
(Ralston et al. (1999b)). db = 1.52 mm.  : θa = 73◦ ; ◦ : θa = 68◦ ; ∗ : θa = 57◦ ; △ : θa = 42◦ ;
♦ : θa = 33◦.
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Figure 1.17 – Efficacité de capture expérimentale pour différentes concentration de l’électrolyte
[KCl] Ralston et al. (1999b), db = 1.52 mm.  : [KCl] = 0 mM ; ◦ : [KCl] = 10 mM
En conclusion, les efficacités d’attachement Eatt et de détachement Edet peuvent être res-
pectivement considérées très proches de l’unité et de zéro, si les particules sont extrêmement
hydrophobes et si la concentration d’électrolyte est suffisamment élevée. Dans ce cas, nous pou-
vons considérer que l’efficacité de collision Ecoll est égale à l’efficacité de capture Ecap. C’est dans
ces conditions que nous tenterons de nous placer pour la réalisation des expériences présentées
dans ce travail. Nous avons dans un premier temps mis en oeuvre le dispositif expérimental
initialement développé dans le cadre de la thèse de Vincent Sarrot (Sarrot et al., 2005) auquel
des améliorations ont été apportées (Chapitre 5). Un nouveau dispositif expérimental (pilote II)
entièrement conçu pour cette thèse, sera presenté au chapitre 6.
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1.5 Conclusion
Dans ce chapitre, le procédé de flottation a été brièvement présenté. Les trois sous processus
de flottation (collision, attachement et détachement) ainsi que leurs mécanismes ont été dis-
cutés en détail. Nous avons mis en évidence, d’une part l’importance de l’efficacité de capture
Ecapt pour déterminer l’efficacité globale du procédé et, d’autre part, l’importance des différents
paramètres hydrodynamiques et physico-chimiques. Les principales approches expérimentales
permettant la mesure locale de l’efficacité de capture de particules par les bulles d’air ont été
passées en revue. On ne peut qu’en constater le nombre relativement restreint, ce qui rend per-
tinente l’idée de poursuivre la contribution dans ce domaine entamée par Sarrot (Sarrot et al.,
2005). Ce travail expérimental fera l’objet des chapitres 5 et 6 de ce manuscrit.
Les effets hydrodynamiques sont très complexes et liés à la dynamique des bulles et des par-
ticules. Plusieurs modèles ont été proposés dans la littérature pour évaluer l’efficacité purement
collisionelle. Pour pouvoir comprendre l’origine de ces modèles, nous avons rassemblé dans le
chapitre suivant les éléments de dynamique des inclusions indispensables, les modèles de collision
y sont ensuite présentés. A l’issu de ce prochain chapitre, nous pourrons plus précisément fixer
les objectifs assignés à une étude numérique du processus de collision.
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2.1. Dynamique des bulles et des particules
“ The basis aim of physcially describing the essential microprocesses in the overal
flotation process was to enable one to construct a flotation model that would permit
the major aspects of the flotation process to be described by a set of differential equa-
tions.”
H.J. Schulze, 1984
De nombreuses études ont été effectuées pour mieux comprendre et modéliser le sous-
processus de collision bulle-particules, qui est au coeur de la capture. Basés sur différentes
hypothèses et simplifications, plusieurs modèles ont été proposés pour évaluer l’efficacité de
collision. Une bonne compréhension de ce processus et des modèles qui en ont été proposés
nécessite une bonne connaissance de l’hydrodynamique des bulles et des particules que nous dé-
taillerons tout d’abord, que ce soit pour caractériser la vitesse d’ascension des bulles, ou aussi le
mouvement du fluide déplacé par celles-ci. Nous aborderons ensuite le champs hydrodynamique
engendré par le mouvement d’une bulle. A la fin de ce chapitre, nous donnons une revue des
principaux modèles de collision, et nous les comparons avec les résultats expérimentaux existants.
2.1 Dynamique des bulles et des particules
Comme le procédé de flottation a lieu dans un milieu aqueux, les interactions entre les bulles
et les particules sont fortement affectées par les forces hydrodynamiques imposées par le fluide
sur le mouvement relatif entre les bulles et les particules.
Soit une particule solide (ou particule fluide qui peut être une bulle de gaz ou une goutte
de liquide) de masse mi (volume Vi = 4πr3i /3 et masse volumique ρi) se déplaçant à la vitesse
Ui(t) dans un fluide de viscosité dynamique µf et de masse volumique ρf soumis à l’accélération
de la pesanteur g, les forces s’exerçant sur cette particules sont : la flottabilité Fg, la traînée
stationnaire (ou quasistatique) Fd, la force de portance Fl, la force de masse ajoutée Fm, la force
de Tchen Ft et la force d’histoire Fh. L’équation de la trajectoire se met sous la forme suivante :
ρi
4πr3i
3
d ~Ui
dt
= (ρi − ρf )4πr
3
i
3
~g︸ ︷︷ ︸
flottabilite´
+Cdρf
πr2i
2
‖ ~Uf − ~Ui‖
(
~Uf − ~Ui
)
︸ ︷︷ ︸
traiˆne´e
+ Cmρf
4πr3i
3
(
D ~Uf
Dt
∣∣∣∣∣
i
− d
~Ui
dt
)
︸ ︷︷ ︸
masse ajoute´e
+ ρf
4πr3i
3
D ~Uf
Dt
∣∣∣∣∣
i︸ ︷︷ ︸
Tchen
+ Clρf
4πr3i
3
(
~Uf |i − ~Uf
)
× ~Ω︸ ︷︷ ︸
portance
+6πµfri
∫ t
0
KH(t− s)∂(
~Uf − ~Ui)
∂s
ds︸ ︷︷ ︸
histoire
(2.1)
où l’indice i caractérisera l’inclusion, Cd, Cm et Cl sont respectivement les coefficients de traî-
née, de masse ajoutée et de portance, ~Uf est la vitesse du liquide et ~Ω = rot ~Uf sa vorticité. La
fonction KH(tτ ) est appelée “noyau” et dépend de la nature de la particule. D/Dt|i = ∂∂t +Uf∇
indique la dérivée temporelle d’un vecteur en suivant l’élément du fluide et est evaluée au centre
de l’inclusion et d/dt indique la dérivé temporelle d’un vecteur en suivant l’inclusion.
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En pratique on peut simplifier cette équation selon les conditions hydrodynamiques. Consi-
dérons une particule en mouvement sous l’effet de la gravité dans un fluide au repos (Uf = 0), un
régime permanent stationnaire est atteint lorsque les forces de flottabilité et de traînée visqueuse
sont en équilibre :
0 = Cdρf
πr2i
2
∣∣∣ ~Ui∣∣∣ ~Ui + (ρi − ρf )4πr3i
3
~g (2.2)
Connaissant leur loi de traînée respective, cet équilibre permet de déterminer la vitesse terminale
d’ascension d’une bulle Ut et la vitesse de sédimentation de particles Us. Comme nous allons
le voir dans la suite, compte tenu de leur différence de masse, de taille et d’inertie, bulles et
particules ont des dynamiques différentes. Nous verrons aussi que la nature de l’interface de
la bulle, propre, totalement ou partiellement contaminée, a un effet essentiel sur l’efficacité de
collision.
2.1.1 Mouvement des particules solides
La résolution analytique des équations de Stokes donne l’expression du coefficient de traînée
dans la limite Rep = 2ρfUsrp/µf → 0 (Stokes, 1851). En pratique cette relation est utilisable
pour Rep ≪ 1 :
Cstkd =
24
Rep
(2.3)
d’où l’on déduit la vitesse de sédimentation :
Us =
2
9
(ρp − ρf )r2pg
µf
(2.4)
Pour les grand Rep, Cd doit être corrigé par une fonction f(Rep) qui prend en compte les effets
d’inertie :
Cd =
24
Rep
f(Rep) (2.5)
Le tableau 2.1 donne les trois principales expressions permettant de calculer le coefficient Cd
d’une sphère solide pour une large gamme de Rep couvrant largement le domaine d’application
de cette étude.
Table 2.1 – Corrélations du coefficient de trainée d’une sphère solide Rep < 800
Re Corrélation de Cd Auteurs
Rep ≪ 1 24Rep Stokes (1851)
Rep ≤ 1 24Rep
(
1 + 316Rep +
9
160Re
2
p ln(Rep) +O(Re
2
p)
)
Oseen (1910)
Rep ≤ 800 24Rep
(
1 + 0.15Re0.687b
)
Schiller & Nauman (1935)
Si on dépose une particule sans vitesse initiale dans un liquide au repos, elle accélère jusqu’à
l’équilibre entre la force de trainée et la force de flottabilité. Le temps caractéristique pour
atteindre la vitesse de sédimentation s’appelle le temps de relaxation τp :
τp = 2r
2
p(ρp + Cmρf )/9µf (2.6)
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Le temps de relaxation représente aussi le temps mis par la particule pour s’adapter à toute
modification de l’écoulement du fluide porteur. Dans le processus de capture d’une particule
par une bulle, le champ de vitesse locale du fluide que subit la particule est dû au passage de
la bulle. Si la bulle se déplace à une vitesse Ub, son rayon étant rb, le temps caractéristique de
l’écoulement vu par la particule (induit par le passage de la bulle) est :
τb =
rb
ub
(2.7)
Le rapport entre le temps de relaxation τp de la particule et le temps caractéristique τb du
mouvement du fluide donne le nombre de Stokes :
Stp =
τp
τb
=
2
9
(ρp + Cmρf )r
2
pUb
µfrb
=
1
9
Reb
(
ρp
ρf
+ Cm
)(
rp
rb
)2
(2.8)
Ce nombre adimensionnel compare l’inertie concernée par le mouvement de la particule (masse
propre et masse ajoutée) avec la résistance visqueuse du fluide. Si Stp ≪ 1, le temps de réponse
de la particule est très inférieur au temps de contournement de la bulle et la particule s’adapte de
manière quasiment instantanée aux modifications de vitesse du fluide imposées par le passage de
la bulle. La particule se comporte alors comme un traceur passif et suit les lignes de courant du
fluide. Si Stp ≫ 1, la particule n’a pas le temps de répondre aux modifications de l’écoulement
du fluide et sa trajectoire est très peu affectée par le déplacement du fluide induit par le passage
de la bulle. Dans la littérature, le nombre de Stokes utilisé est souvent exprimé en négligeant
les effects de la masse ajoutée qui s’exprime St = 2ρpr2pUb/9µfrb. Ici, l’effet de masse ajouté a
été pris en compte et se traduit par le terme Cmρf , et le note “-p” est utilisé pour indiquer la
différence. Ainsi l’inertie de la particule peut totalement modifier l’interaction bulle particule
et par conséquent, la probabilité de rencontre entre bulles et particules dans une colonne de
flottation. L’influence des forces intertielles sur la collision bulle-particules sera exposée plus
tard, dans la section 2.3, p.49.
2.1.2 Mouvement des Bulles
Le mouvement d’une bulle apparaît plus compliqué que celui des particules rigides compte
tenu de la nature déformable de la bulle et des conditions à l’interface que doivent satisfaire
les fluides. La vitesse terminale d’une bulle dépend donc de la forme de la bulle, des propriétés
physiques du fluide et des caractéristiques de l’interface.
2.1.2.1 Propriété de l’interface
Nous présentons dans un premier temps l’effet de la contamination de la surface d’une bulle
sur sa vitesse terminale. Compte tenu de la très faible viscosité du gaz par rapport à celle du
liquide, le liquide glisse sans frotter (cisaillement nul) à la surface d’une bulle de gaz propre.
L’interface est qualifiée de mobile et non adhérente. Des corrélations de la littérature couvrant
une large gamme de Reb, pour des bulles sphériques avec une interface mobile, donne le coefficient
de traînée est une fonction du nombre de Reynolds de la bulle Reb (Tab. 2.2).
En réalité les fluides sont la plupart du temps impurs et contiennent des agents tensioactifs,
des particules ou d’autres impuretés. Ces impuretés peuvent s’adsorber à la surface de la bulle.
La surface de la bulle est alors dite contaminée et, en conséquence, le mouvement de la surface
est bloqué par ces molécules ou ces particules adsorbées. Cuenot et al. (1997) ont montré par
simulation numérique directe les conséquences de la contamination de l’interface de la bulle
sphérique qui peut devenir immobile. D’après Cuenot et al. (1997), on peut distinguer quatre
situations selon la cinétique d’adsorption-désorption des impuretés à l’interface de la bulle :
– les impuretés sont advectées dans le sillage de la bulle par convection avant d’atteindre
l’interface, l’interface reste mobile ;
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Table 2.2 – Coefficient de trainée d’une bulle propre
Re Corrélation de Cd Auteur
Reb ≪ 1 16Reb Hadamard (1911); Rybczynski (1911)
Reb ≤ 1 16Reb
(
1 + 18Reb +
1
40Re
2
b ln(Reb) +O(Re
2
b)
)
Taylor & Acrivos (1964)
Reb ≫ 1 48Reb Levich (1962)
Reb > 50
48
Reb
(
1− 2.211
Re0.5
b
)
Moore (1963)
Tous Reb
16
Reb
(
1 + Reb
8+0.5(Reb+3.315Re0.5b )
)
Mei et al. (1994)
– les impuretés atteignent l’interface à de faibles concentrations, sans immobiliser l’interface ;
– les impuretés sont fortement convectées vers l’aval de la bulle. Ainsi l’interface de la bulle
est composée d’une partie mobile (uΓ 6= 0) sur l’avant et d’une partie immobile (uΓ = 0)
sur l’arrière. Cette situation, correspondant à un nombre de Peclet interfacial de l’espèce
tensio-active très grand. Elle peut être décrite par le modèle de capsule stagnante (Fig.
2.1).
– l’interface de la bulle est complétement contaminée : uΓ = 0 sur toute la surface de la
bulle, comme dans le cas d’une sphère solide.
Zone mobile
Désorption
des impuretés
Vitesse nulle
Glissement
Cisaillement nul
Zone immobile
adsorption
θcap
−Ub
Figure 2.1 – Modèle de capsule stagnante
La figure 2.1 présente schématiquement le modèle de capsule stagnante de Sadhal & Johnson
(1983). Dans la zone propre, le liquide peut glisser le long de la surface jusqu’à un angle θcap.
Au-delà de θcap, c’est la zone contaminée où le liquide adhère à la surface. Quand θcap = 180◦, la
bulle a une interface totalement propre, quand θcap = 0◦, la bulle est complètement contaminée.
Dans ce cas, il y a alors non glissement (adhérence) à l’interface, donc, la bulle se comporte
comme une sphère solide. La force de traînée peut alors être calculée comme celle d’une particule
solide. Quand seule une partie de la surface de la bulle est immobilisée, la traînée de la bulle est
intermédiaire entre celle d’une bulle propre et celle d’une sphère solide. La première investigation
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théorique du comportement hydrodynamique de la capsule stagnante a été réalisée par Savic
(1953). Ce modèle est le plus utilisé pour rendre compte de la contamination de l’interface de
la bulle (Sadhal & Johnson, 1983; Cuenot et al., 1997; Sarrot et al., 2005; Dani et al., 2006).
Des études expérimentales (Sam et al., 1996) soutiennent cette idée que la surface de bulle
peut être partiellement mobile : les vitesses terminales de bulles ascendantes dans une colonne
d’eau distillée et d’eau du robinet ont été mesurées. En observant que sur une distance de 4
mètres, les bulles n’atteignent pas une vitesse terminale constante, les auteurs concluent que la
concentration en impurétés n’était pas assez importante pour immobliliser totalement la surface
de la bulle. Dukhin et al. (1995) ont observé que le front de bulle où la collision particule-bulle se
produit peut être considéré exempt de contaminants et mobile, à condition que la concentration
en contaminant soit inférieure à 10−3 − 10−2 M .
Sadhal & Johnson (1983) ont relié le coefficient de traînée d’une bulle partiellement conta-
minée Cd(θcap) aux coefficients de traînée d’une bulle propre Cmd et d’une bulle totalement
contaminée Cimd par un coefficient de traînée normalisé C
∗
d(θcap) qui est une fonction de l’angle
de contamination θcap :
C∗d(θcap) =
Cd(θcap)− Cmd
Cimd − Cmd
=
1
2π
{
2(π − θcap) + sin θcap + sin 2θcap − 1
3
sin 3θcap
} (2.9)
où Cimd = 24/Reb et C
m
d = 16/Reb. Cette solution analytique a été établie en écoulement de
Stokes (Reb ≪ 1). Les résultats numériques de Cuenot et al. (1997) et de Dani (2007) montrent
que cette corrélation reste utilisable jusqu’à Re = 300. Cimd est alors donné par la corrélation de
Schiller & Nauman (1935) et Cmd est donnée par celle de Mei et al. (1994) (Tab. 2.1 et 2.2).
Cependant, le degré de contamination de l’interface est bien souvent inconnu, car difficilement
prédictible. De nombreux auteurs, en particulier dans les études concernant la flottation, ont
consideré par défaut que les bulles étaient complètement contaminées, et assimilent les bulles
à des sphères solides. Cette simplification peut engendrer une importante sous-estimation dans
le calcul de l’efficacité de collision. D’après Weber & Paddock (1983), pour une bulle dont la
surface est immobile, la probabilité de collision est de deux ordres de grandeur supérieures à
celle d’une bulle dont la surface est complètement contaminée. C’est également la conclusion des
travaux de Sarrot (2006).
2.1.2.2 Déformation de la bulle
Une bulle est déformable. Lors du mouvement d’une bulle d’air dans un milieu infini, on
peut distinguer trois grandes catégories de forme de bulles : sphérique, ellipsoïdale ou en forme
de calotte. Le rapport d’aspect χ entre le petit axe a et le grand axe b est souvent utilisé pour
décrire la déformation de la bulle quand elle est ellipsoïdale.
χ = b/a (2.10)
Pour une bulle ellipsoïdale, le diamètre équivalent correspond à celui d’une sphère de même
volume :
de = (ab
2)1/3 (2.11)
Plusieurs effets interviennent dans la déformation d’une bulle : l’effet de tension interfaciale qui
tend à maintenir la bulle sphérique, les effets d’inertie et de gravité qui eux contribuent à son
aplatissement. La transition d’une forme à l’autre dépend donc des propriétés physico-chimiques
des deux fluides et du diamètre de la bulle. Sa forme peut être déterminée, à un nombre de Rey-
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nolds donné Reb, par les autres nombres adimensionnels définis ci-dessous (Clift et al., 1978) qui
comparent les effets déformants à l’effet capillaire. On notera σgl la tension de surface.
– le nombre de Weber est le rapport des forces d’inertie et de tension interfaciale :
We =
ρfU
2
t db
σgl
(2.12)
– le nombre de Eötvös, appelé aussi nombre de Bond, compare les forces de gravité aux effets
de tension interfaciale,
Eo =
ρfgd
2
b
σgl
(2.13)
– le nombre Capillaire compare les forces visqueuses et de tension interfaciale,
Ca =
µfUt
σgl
(2.14)
La bulle ne garde une forme sphérique qu’aux conditions We, Eo, et Ca ≪ 1. Tant que la
bulle est sphérique ou faiblement déformée, l’écoulement ne décolle dans le sillage de la bulle
et sa trajectoire est rectiligne. Sous l’effet de la destabilisation du sillage, la trajectoire peut
devenir un zigzag ou une hélice.
La forme et la trajectoire d’une bulle peuvent aussi varier en raison de la présence de surfac-
tants qui peuvent non seulement réduire la tension de surface de la bulle, mais aussi la mobilité
de l’interface. La vitesse de la bulle est alors ralentie. On observe ainsi que les bulles sont plus
aplaties dans de l’eau propre que dans de l’eau qui contient des surfactants. Quand la concentra-
tion en tensio actifs augmente, les bulles ellipsoïdales deviennent plus sphériques et la fréquence
d’oscillation de leurs trajectoires diminue (Sam et al., 1996).
Moore (1965) a obtenu analytiquement le coefficient de traînée dans la limite Reb ≫ 1 pour
une bulle ellipsoïdale faiblement déformée :
Cd =
48
Reb
f1(χ)

1 + f2(χ)
Re
1
2
b

 (2.15)
où f1(x) et f2(x) sont des fonctions de la déformation χ,
f1(χ) =
1
3
χ
4
3 (χ2 − 1) 32 [(χ
2 − 1) 12 − (2− χ2) sec−1 χ]
[χ2 sec−1 χ− (χ2 − 1) 12 ]2
(2.16)
avec χ = 1 +
9
64
We+O(We2)
et f2(χ) s’obtient numériquement (Moore (1965)).
La figure 2.2 présente quelques résultats concernant les variations du coefficient de traînée
d’une bulle d’air dans l’eau en tenant compte de sa déformation et de la condition à l’interface.
Cette figure montre que la traînée pour une bulle sphérique propre est inférieure à celle d’une
bulle contaminée. Cmd diminue avec la croissance du nombre de Reynolds jusqu’à Reb de l’ordre
de 450. Au delà de Reb = 450, Cmd augmente fortement sous l’effet de la déformation. Ce
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comportement peut être décrit par la corrélation de Tomiyama et al. (1998).
Cd = max
{
min
[
16
Reb
(1 + 0.15Re0.887b ),
48
Reb
]
,
8
3
Eo
Eo+ 4
}
(2.17)
La même évolution est observée pour une bulle contaminée. La traînée est toujours supérieure
à celle d’une sphère solide et elle commence à augmenter vers Re = 250. Pour une bulle de
diamètre 1. 5 < db < 5.0 mm, Tomiyama et al. (2002) ont proposé pour la vitesse terminale :
Ut =
sin−1
√
1− E2 − E√1− E2
1− E2
√
8σ
ρf
E4/3 +
∆ρgdb
2ρf
E2/3
1− E2 (2.18)
avec E = 1/(1 + 0.163Eo0.757). En utilisant l’équation 2.2, on peut déduire le coefficient de
traînée. La simulation numérique directe d’une bulle sphérique est représentée également sur
la figure 2.2. Un très bon accord a été constaté avec les corrélations de la littérature (Gaudin,
1957; Tomiyama et al., 1998, 2002). Nous reviendrons au chapitre 3 sur les simulations directes
reportées sur cette figure.
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Figure 2.2 – Coefficient de traînée pour une bulle d’air dans un liquide. ◦ : Corrélation
pour une bulle propre (Tomiyama et al., 1998),  : Corrélation pour une bulle contaminée
(Tomiyama et al., 2002), • : DNS pour une bulle sphérique et propre,  : DNS pour une bulle
sphérique et totalement contaminée, — : Courbe experimentale pour une bulle en ascension dans
une solution contenant surfactant (Gaudin, 1957), −− : Courbe experimentale pour une bulle
en ascension dans de l’eau distilléee (Gaudin, 1957)
2.2 Champs de vitesse autour des bulles
Outre la physico-chimie de leurs intéractions, les mouvements respectifs des bulles et des
particules solides sont les paramètres les plus importants gouvernant le procédé de flottation :
ils contrôlent les mécanismes de la collision bulle-particule et du glissement des particules sur
la bulle, entraînant l’attachement et le détachement éventuels. Afin d’évaluer correctement les
influences de l’hydrodynamique bulle-particule sur la flottation, il est nécessaire de connaître
d’abord l’écoulement du fluide autour de la surface de la bulle. En effet, les études fondamen-
tales de collision s’appuient sur la détermination du champ de vitesse, depuis les études de
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Gaudin (1957). Toutefois, ce champ de vitesse a été obtenu par des méthodes différentes : calcul
analytique pour des cas asymptotiques, calculs approchés ou simulations numériques directes.
Pour mieux comprendre les modèles proposés dans la littérature sur l’efficacité de flottation, les
différentes méthodes et résultats sont présentés ci-dessous.
~er
~eθ
ψ
~ur
~uθ
−Ub
rb
Figure 2.3 – Notations pour l’écoulement du liquide autour d’une bulle
Le champ de vitesse généré par le mouvement autour d’une bulle s’obtient par la résolution
des équations de Navier-Stokes. En coordonnées sphériques (figure 2.3), compte tenu de la sy-
métrique suivant la direction φ, le champ de vitesse s’exprime à partir de la fonction de courant
ψ∗ adimensionée par Ubr2b :
ur = − 1
r2 sin θ
∂ψ∗
∂θ
(2.19a)
uθ =
1
r sin θ
∂ψ∗
∂r
(2.19b)
où les vitesses et la distance radiale sont adimensionnées respectivement par Ub et rb. La vorticité
adimensionnelle ξ∗ = ξrb/Ub s’écrit :
ξ∗ =
1
r
(
∂ruθ
∂r
− ∂ur
∂θ
)
(2.20)
Les équations Navier-Stokes sont alors équivalentes au système 2.21 pour ψ∗ et ξ∗ :
E2ψ∗ = ξ∗r sin θ (2.21a)
J
(
ψ∗,
ξ∗
r sin θ
)
=
2
Reb
E2(ξ∗r sin θ)
sin θ
(2.21b)
où J est l’opérateur Jacobien J(a, b) ≡ ∂a∂r ∂b∂θ − ∂b∂r ∂a∂θ et E est l’opérateur différentiel E2 ≡
∂2
∂r2
+ sin θ
r2
∂
∂θ
(
1
sin θ
∂
∂θ
)
. Cette formulation montre que la fonction de courant est liée à l’intensité
de la vorticité de l’écoulement. Pour une bulle en ascension dans un liquide au repos, la seule
source de vorticité est la surface de la bulle. Nous verrons que selon la condition limite celle-ci
est plus ou moins intense entraînant la diminution du débit près de la bulle et par conséquent
la quantité de particules capturées. Des solutions analytiques existent pour l’écoulement de
Stokes et l’écoulement potentiel. Des solutions approchées pour la fonction de courant ψ∗ ont été
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proposées afin d’en déduite des modèles pour l’efficacité pour des nombres de Reb intérmédiaires.
Ces solutions sont résumées ci-dessous.
2.2.1 Solutions analytiques
2.2.1.1 Régime de Stokes (Reb → 0)
Quand le nombre de Reynolds est égal à zero, les équations 2.21 deviennent : E4ψ = 0. La
solution de cette équation dépend des conditions aux limites imposées. Pour une bulle ayant une
surface immobile (ie. cas d’une bulle complètement contaminée), les conditions aux limites sont
uθ|r=1 = 0 et ur|r=1 = 0. Avec ces conditions, on obtient la solution de Stokes (1842) :
ψ∗im = sin
2 θ
(
r2
2
− 3r
4
+
1
4r
)
(2.22)
Si la surface de la bulle est mobile (cas d’une bulle propre), le cisaillement à l’interface est nul,
les conditions ur|r=1 = 0 et (∂uθ/∂r)r=1 − uθ/r = 0 conduisent à la solution de Hadamard
(1911); Rybczynski (1911) :
ψ∗m = sin
2 θ
(
r2
2
− r
2
)
(2.23)
2.2.1.2 Régime potentiel (Reb →∞)
Quand Reb → ∞, la solution des équations 2.21 pour un liquide irrotationnel contournant
une sphère dans un volume infini est donnée par Ramsey (1935) :
ψ∗ = sin2 θ
(
r2
2
− 1
2r
)
(2.24)
A grand Reynolds, la vorticité est présente dans une fine couche limite qui se développe à la
surface de la bulle et dans son sillage. L’analyse de Moore (1963) a permis de montrer que la
couche limite autour de la bulle a pour épaisseur δd ∝ Re−1/2b et que l’écart de vitesse entre la
solution potentielle et l’écoulement réel y est d’ordre O(Re−1b ), ce qui montre que δd → 0 lorsque
Reb →∞.
2.2.2 Solutions approchées
2.2.2.1 Ecoulement à faible nombre de Reynolds (Re < 1)
A cause de la non linearité des équations 2.21, il n’y a pas de solution exacte hors Reb = 0
ou Reb =∞. Cependant, des solutions approchées peuvent être dérivées à l’aide d’une méthode
de développements asymptotiques raccordés :
ψ∗ = ψ∗0 +Rebψ
∗
1 + ... (2.25)
Oseen (1910) a donné la première approximation pour Reb = O(1) :
ψ∗ =
(
r2
2
+
1
4r
)
sin2 θ − 3(1− cos θ)
4Reb
{1− exp[−rReb(1 + cos θ)]} (2.26)
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Cette solution est valable seulement dans la région loin de la surface de la bulle. La méthode
des développements asymptotiques raccordés permet d’obtenir la solution :
ψ∗im =
(
1 +
3Reb
16
)(
r2
2
− 3r
4
+
1
4r
)
sin2 θ
+
3Reb
16
(
r2
2
− 3r
4
+
1
4
− 1
4r
+
1
4r2
)
sin2 θ cos θ +O(Re2b) (2.27a)
ψ∗m =
(
1 +
Reb
8
)(
r2
2
− r
2
)
sin2 θ +
Reb
8
(
r2
2
− r
2
)
sin2 θ cos θ +O(Re2b) (2.27b)
En comparant avec la simulation numérique de Woo (1971), les équations 2.27 sont valables
jusqu’à Re = 1 avec un écart de moins de 4%.
2.2.2.2 Régime intermédiaire
Yoon & Luttrell (1989) ont proposé que la fonction de courant d’un écoulement à des valeurs
intermédiaires de Reb soit calculée comme une combinaison de celle de l’écoulement de Stokes
(équation 2.22) et celle de l’écoulement potentiel (équation2.24) :
ψ∗int = Xψ
∗
st + (1−X)ψ∗pot (2.28)
quand X = 1, ψ∗ = ψ∗st ; quand X = 0, ψ
∗ = ψ∗pot
ψ∗int = sin
2 θ
(
r2
2
− 1
2r
−X 3r
4
+X
3
4r
)
(2.29)
Afin d’obtenir la valeur de X, Yoon & Luttrell (1989) ont repris les résultats de la littérature
(Woo, 1971; Seeley et al., 1975; Coutanceau, 1968) et ont proposé : pour 0 < Reb < 100 :
X = 1− 4Re
0.72
b
45
(
1− 1
r
)
(2.30)
En notant Re∗b = Re
0.72
b /15, on a :
ψ∗int = sin
2 θ
[(
r2
2
− 3r
4
+
1
4r
)
+Re∗
(
1
r2
− 1
r
+ r − 1
)]
(2.31)
La solution de Yoon & Luttrell (1989) pour les nombre de Reynolds Reb intermédiaires est
construite à partir de solutions symétriques amont-aval par rapport à la bulle. Or comme nous
le verrons dans la suite, l’écoulement n’est pas symétrique pour de tels nombres de Reynolds
(voir aussi Rivero (1991)).
2.2.3 Solutions numériques
Les solutions analytiques et approchées sont limitées aux cas de faibles nombres de Reynolds
de bulle ou de nombre de Reynolds élevé. Cependant, pour les bulles les plus souvent utilisées
dans le procédé de flottation, leur nombre de Reynolds est compris entre ces deux cas extrêmes.
Pour obtenir précisément l’écoulement autour d’une bulle dans ce régime, on peut s’appuyer sur
la solution numérique directe (DNS) des équations Navier-Stokes. Nous présentons ici à titre
d’illustrations quelques résultats numériques obtenus avec le code JADIM dont la présentation
sera détaillée au chapitre 3.
Ce code a été mis en oeuvre dans de nombreuses thèses et travaux menées à l’IMFT
concernant l’étude hydrodynamique de particules ou bulles sphériques (Rivero, 1991; Legendre,
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1996; Merle, 2003), pour des bulles contaminées Cuenot et al. (1997), pour des bulles déformées
(Blanco, 1995; Mougin, 2002; Adoua, 2007), et plus récemment dans le cadre de collaboration
FERMaT IMFT-LISBP pour des bulles partiellement contaminées (Sarrot, 2006; Dani, 2007).
Les résultats de simulation numérique sont présentés ici sous forme de lignes de courant
de l’écoulement stationnaire autour d’une bulle propre (Fig. 2.4) et d’une bulle complètement
contaminée (Fig. 2.5) pour différents nombres de Reynolds Reb. Dans le cas d’une bulle propre,
lors de l’augmentation du nombre de Reynolds, l’effet d’inertie du fluide provoque le resserrement
des lignes de courant aux abords de la bulle. Les écoulements sont presque symétriques entre
l’avant et l’arrière de la bulle. Le resserrement maximum se trouve au niveau de l’équateur de
la bulle.
(a) Reb = 0, 01 (b) Reb = 0, 1 (c) Reb = 1 (d) Reb = 10 (e) Reb = 100 (f) Reb = 250
Figure 2.4 – Lignes de courant de l’écoulement stationnaire autour d’une bulle propre (θcap =
180◦).
(a) Reb = 0, 01 (b) Reb = 0, 1 (c) Reb = 1 (d) Reb = 10 (e) Reb = 100 (f) Reb = 250
Figure 2.5 – Lignes de courant de l’écoulement stationnaire autour d’une bulle complétement
contaminée (θcap = 0◦).
Dans le cas d’une bulle complètement contaminée, le resserrement des lignes de courant
dû à l’inertie du fluide est aussi observé. Par contre, une dissymétrie amont-aval importante
de l’écoulement se produit lorsque le nombre de Reynolds est supérieur à l’unité. La vitesse
maximale tangentielle ne se situe plus à l’équateur de la bulle, mais plus vers l’avant au point où
la vitesse radiale s’annule. La surface immobile de la bulle crée de la vorticité. Lorsque le taux de
production est suffisamment important, la production dépasse un niveau critique d’évacuation
qui provoque l’apparition d’une recirculation à l’arrière de la bulle. A noter que pour une bulle
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sphérique propre, il n’y a jamais de décollement du fluide (Blanco, 1995).
2.2.4 Solution approchée
Cette section présente une solution approchée basée sur un lissage de résultats numériques
(Nguyen 1999). Même si les simulations numériques directes permettent d’avoir des résultats
très précis, nous avons souhaité présenter et discuter ici de cette solution car elle est à la base
de nombreux modèles pour l’efficacité de capture. Le développement de Taylor de la vitesse
tangentielle uθ à proximité de la bulle donne :
uθ = (uθ)r=1 + (r − 1)
(
∂uθ
∂r
)
r=1
+
(r − 1)2
2
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
+O[(r − 1)3] (2.32)
où y = r− 1 est la distance radiale normée par rb par rapport à la surface de la bulle. (uθ)r=1 et(
∂uθ
∂r
)
r=1
représentent respectivement la vitesse tangentielle et le gradient de la vitesse tangen-
tielle adimensionels à la surface de la bulle. D’après l’équation de continuité, la vitesse radiale
du fluide autour de la bulle peut être donnée par :
ur = − 1
r2
∫ r
1
r
sin θ
∂
∂θ
(sin θuθ)dr = − 1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∫ r
1
ruθdr
)
(2.33)
En remplaçant uθ par l’équation 2.32, la vitesse radiale ur devient :
ur =− 1
r2 sin θ
∂
∂θ
{
sin θ
[
r2 − 1
2
(uθ)r=1 +
2r3 − 3r2 + 1
6
(
∂uθ
∂r
)
r=1
+
3r4 − 8r3 + 6r2 − 1
24
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
]} (2.34)
A la surface de la bulle (r = 1), la vitesse radiale ur = 0, quelle que soit la condition à la surface
de la bulle (mobile ou immobile). L’équation (2.20) donne alors :(
∂uθ
∂r
)
r=1
= ξ∗Γ − uΓ (2.35)
où uΓ est la vitesse tangentielle à l’interface et ξ∗Γ est la vorticité adimensionnelle à l’interface.
Nguyen (1999) donne une approximation de la vorticité à l’interface au front de la bulle via
l’ajustement des courbes obtenues par les simulations numériques directes du champ hydrody-
namique :
ξ∗Γ = X sin θ + Y sin θ cos θ (0
◦ ≤ θ ≤ 90◦) (2.36)
Or, l’équation de la conservation de quantité de mouvement simplifiée s’écrit (cf. annexe A pour
plus de détails) :(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
=
Re
4
∂(pΓ + u
2
Γ)
∂θ
− 2
(
∂uθ
∂r
)
r=1
− cot θ∂uΓ
∂θ
− ∂
2uΓ
∂θ2
+
uΓ
sin2 θ
(2.37)
Pour un nombre de Reynolds intermédiaire, Nguyen (1999) a proposé une expression empirique
pour (∂2uθ/∂r2)r=1 :(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
= M sin θ +N sin θ cos θ (2.38)
où les coefficients M et N sont fonction de Reb obtenus par l’ajustement des courbes des si-
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mulations numériques. La même méthode est utilisée pour une bulle avec une surface mobile.
Finalement, les expressions empiriques des vitesses autour d’une bulle avec une surface immobile
ou mobile proposées par Nguyen (1999) sont présentées ci-dessous :
– Surface immobile
ur = −(2X cos θ + 3Y cos2 θ − Y )y
2
2
+O(y3) (2.39a)
uθ = (X sin θ + Y sin θ cos θ)y + (M sin θ +N sin θ cos θ)
y2
2
+O(y3) (2.39b)
avec
X =
3
2
+
9Reb/32
1 + 0.309Re0.694b
Y =
3Reb/8
1 + 0.217Re0.518b
(2.40a)
M = −9
2
− 27Reb
32
+ 0.453Re1.1274b N = −0.875Re1.0562b (2.40b)
– Surface mobile
ur = −(2X cos θ + 3Y cos2 θ − Y )(y − y
2)
2
+O(y3) (2.41a)
uθ = (X sin θ + Y sin θ cos θ)
(1 + y)
2
+ (M sin θ +N sin θ cos θ)
y2
2
+O(y3) (2.41b)
avec
X = 1 +
0.0637Reb
1 + 0.0438Re0.976b
Y =
0.0537Reb
1 + 0.0318Re1.309b
(2.42a)
M = −1− 0.267Re0.781b N = −
0.00591Reb
1 + 1.105Re0.334b
(2.42b)
Sur la figure 2.6, nous avons comparé à nos simulations numériques directes la distribution
de la vorticité (normalisée par Ub/rb) à la surface d’une bulle propre et d’une bulle totalement
contaminée (cf. paragraphe 2.2.3) aux nombres de Reynolds Reb = 1, 10 et 100. Rappelons
que ces résultats numériques sont en très bon accord avec les autres travaux numériques et
analytiques de la littérature (Rivero 1991, Legendre 1996).
On constate que globalement, la solution approchée proposée par Nguyen (1999) décrit l’évo-
lution de la vorticité produite à la surface d’une bulle propre ou complètement contaminée. On
notera que l’accord est très bon pour une bulle contaminée à Reb = 1 et Reb = 10 mais que
l’expression proposée par Nguyen sous-estime l’intensité du maximum de vorticité à Reb = 100
ainsi que son évolution dans la zone décollée où la vorticité change de signe. Pour une bulle
propre, l’expression de Nguyen ne décrit pas de manière correcte la dissymétrie amont-aval de
l’écoulement lorsque Reb = 10 et Reb = 100. L’intensité de la vorticité interfaciale est également
sous-estimée ce qui peut laisser penser que le débit proche de la bulle est sur-estimé ainsi que,
par voie de conséquence, l’efficacité de collision. Enfin, notons qu’il est tout à fait possible à
l’aide de nos simulations numériques d’étendre le domaine de validité de la solution de Nguyen
(1999) en modifiant les expressions 2.40 et 2.42.
2.2.5 Bulle partiellement contaminée
L’écoulement autour d’une bulle partiellement contaminée est beaucoup plus compliqué que
celui d’une bulle propre ou d’une bulle complètement contaminée, puisque la condition à l’inter-
face change brusquement à θ = θcap, comme le montre la figure 2.1. La simulation numérique
directe montre que les lignes de courant se desserrent au niveau de θcap (Fig. 2.7). A l’avant de
la bulle, où la surface est mobile, on retrouve le comportement de la bulle propre. A l’arrière de
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Figure 2.6 – Répartition de la vorticité à la surface d’une bulle à différents nombre de Reynolds.
◦ : solution numérique (DNS), • : solution analytique (Nguyen, 1999)
la bulle, on retrouve le comportement de la bulle complètement contaminée. Le passage d’une
condition de glissement à une condition d’adhérence provoque un pic de vorticité au niveau de
θcap, déjà observé par Cuenot et al. (1997); Bel Fdhila & Duineveld (1996). Les lignes de courant
sont alors moins resserrées près de la surface car le débit y est réduit par la condition d’adhé-
rence. Legendre et al. (2009) ont proposé un modèle pour le cisaillement et la vitesse tangentielle
à la surface d’une bulle partiellement contaminée ce qui a permis comme nous le verrons plus
loin de proposer un modèle de capture pour des particules non-inertielles. A noter que la taille
du vortex à l’arrière de la bulle varie en fonction de θcap mais cela n’a pas de conséquence directe
sur la collision qui est localisée sur la partie frontale de la bulle.
(a) θcap = 180
◦ (b) θcap = 135
◦ (c) θcap = 90
◦ (d) θcap = 45
◦ (e) θcap = 0
◦
Figure 2.7 – Lignes de courant de l’écoulement stationnaire autour d’une bulle pour Reb = 100.
La flèche indique l’angle de contamination.
Les différentes manières de prédire le champs hydrodynamique autour d’une bulle, pour
différent conditions de Reb et de contamination de l’interface ayant été présentées, la suite de
ce chapitre est consacrée à une revue des modèles de collision disponibles dans le littérature.
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2.3 Modèles de collision
Depuis le premier modèle de Sutherland (1948) concernant la collision bulle-particules en
régime potentiel pour la bulle (Reb =∞), de nombreux modèles ont été proposés avec différentes
hypothèses et simplifications. Afin d’introduitre les différents effets décrits dans la littérature,
revenons à l’équation de la trajectoire d’un particule solide (Eq. (2.1)). Cette équation peut être
écrite sous forme adimensionelle et s’écrit :
Stp
dv
dτ
− 3
2ρˆ+ 1
Stp
Du
Dτ
= us + (u− v) + ClρˆStp(u− v)× ξ∗
+
∫ τ
0
K(τ − ς)
(
∂u
∂τ
− ∂v
∂ς
)
dς
(2.43)
où
v =
Up
Ub
, u =
Uf
Ub
, τ =
tUb
rb
, ρˆ =
ρp
ρf
et ξ∗ =
ξrb
Ub
de gauche à droite chaque terme représente respectivement, l’inertie de la particule, l’inertie
du fluide, la flottabilité, la traînée stationnaire, la portance, la force d’histoire. Cette équation
fait apparaître les deux nombres adimentionnels essentiels pour la compréhension de l’effet de
l’inertie sur le processus de collision :
– la vitesse de sédimentation adimensionelle, représentant les effets gravitaires :
us =
Us
Ub
=
[
8rpg
3u2bCd
(
ρp
ρf
− 1
)]1/2
– le nombre de Stokes, représentant les effets inertiels :
Stp =
2
9
(ρp +
1
2
ρf )
r2pUb
µfrb
La collision est dite par interception quand us ≪ 1 et Stp ≪ 1, les particules suivent alors
les lignes de courant. Quand us n’est plus petit devant 1, la sédimentation intervient dans la
collision. Enfin, quand Stp n’est plus négligeable devant 1, on parle de collision inertielle. Dans
les prochains paragraphes, nous allons détailler les modèles de collision en tenant compte de ccs
trois effets.
2.3.1 Collision par interception
La collision par interception intervient par exemple si la particule est petite rp ≪ rb et de
masse volumique proche celle du fluide ρˆ ≈ 1. Pour une bulle de diamètre db = 1 mm et une
sphère de dp = 10 µm et de masse volumique ρ = 2500 kg.m−3, le nombre de Stokes de la
particule est Stp = 2.10−4 ≪ 1 et us = 8.10−4 ≪ 1. Dans l’équation de la trajectoire (Eq. 2.43),
si Stp ≪ 1 et us ≪ 1, nous avons alors u = v. Par conséquent, la particule suit complètement la
ligne de courant de l’écoulement. En raison de la compression des lignes de courant, les particules
peuvent s’approcher de la surface de la bulle. Si la distance entre le centre de la particule et
l’interface est inférieure au rayon de la particule, elle peut toucher la bulle. Comme la trajectoire
de la particule est confondue avec la ligne de courant, le nombre de particules qui vont rencontrer
la bulle est égal au nombre de particules passant par le tube composé par les lignes de courant
critiques ψc (cf. figure 1.2). ψc est égal à la valeur de ψmax à r = 1 + rp/rb et θ = θc. L’angle
de collision θc correspond à l’endroit où la ligne de courant est la plus proche de la surface de la
bulle. Si la concentration de particules est uniforme, l’efficacité de collision est égale au rapport
des débits de la suspension traversant le tube de courant critique Qcoll et la surface projetée de
la bulle (πr2bUb) :
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Ecoll =
Qcoll
πr2bub
=
2ψc
r2bub
= 2ψ∗ (2.44)
La détermination de l’efficacité de collision par interception revient à déterminer la valeur de ψc.
Or, ψc dépend de l’écoulement généré par la bulle et du diamètre de la particule rp. Comme on l’a
vu au paragraphe précédent, l’écoulement autour de la bulle dépend du nombre de Reynolds de
la bulle Reb et de la contamination de l’interface, par exemple à travers l’angle de contamination
θcap. Les différents modèles de collision par interception que l’on trouve dans la litterature sont
présentés ci-dessous.
2.3.1.1 Ecoulement Potentiel
Pour un nombre de Reynolds élevé (Reb →∞), l’écoulement autour d’une bulle sphérique et
propre est considéré comme asymptotiquement potentiel (Moore, 1963). La symétrie de l’écou-
lement donne θc = π/2. En utilisant ψ∗ donnée par l’équation 2.24, nous obtenons l’éfficacité
de collision Ecoll = 2ψ
pot
c = 2
(
r2/2− 1/2r) pour r = 1 + rp/rb. Dans la limite rp/rb → 0, on a
simplement
Ecoll = 3
rp
rb
(2.45)
C’est le premier modèle de collision pour le système bulle-particule qui a été proposé par
Sutherland (1948) à partir de la fonction de courant déterminée par Ramsey (1935).
2.3.1.2 Ecoulement de Stokes
En écoulement de Stokes (Reb = 0), la symétrie amont-aval de la solution impose que le
resserrement maximal des lignes de courant à lieu pour θc = π/2 pour une bulle propre et pour
une bulle complètement contaminée. En utilisant les solutions analytiques (Eq. 2.22 et 2.23), les
efficacités de collision pour une bulle propre et une bulle complètement contaminée sont données
par :
Eimcoll = 2
(
r2
2
− 3r
4
+
1
4r
)
=
3
2
(
rp
rb
)2
(2.46a)
Emcoll = 2
(
r2
2
− r
2
)
=
rp
rb
(
rp
rb
+ 1
)
(2.46b)
L’équation 2.46a correspond au modèle de Gaudin (1957) en faisant l’hypothèse que l’interface
est immobile. Yoon & Luttrell (1989) ont testé ce modèle expérimentalement et ont trouvé qu’il
n’est valable que pour les bulles dont le diamètre est inférieur à 100 µm. Plus tard, des essais
réalisés par Dai et al. (1998) pour des bulles de diamètre compris entre 0.5 et 1.0 mm montrent
que ce modèle sous estime l’efficacité de collision.
2.3.1.3 Régime intermédiaire
A faible nombre de Reynolds (Reb ≤ 1), les solutions approchées (Equation 2.27) donnent :
Eimcoll = 2
(
1 +
3Reb
16
)(
r2
2
− 3r
4
+
1
4r
)
=
3
2
(
1 +
3Reb
16
)(
rp
rb
)2
(2.47a)
Emcoll = 2
(
1 +
Re
8
)(
r2
2
− r
2
)
=
(
1 +
Reb
8
)(
rp
rb
+ 1
)
rp
rb
(2.47b)
Mais dans le cas (1 < Re < 100), l’équation 2.27 n’est plus valable. Yoon & Luttrell (1989)
ont proposé d’utiliser une nouvelle expression de ψc qui est une fonction de ψst et ψpot (Eq.
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2.31). Avec la même hypothèse θc = π/2, on obtient l’efficacité de collision pour une bulle
complètement contaminée
Eimcoll = 2
[(
r2
2
− 3r
4
+
1
4r
)
+Re∗b
(
1
r2
− 1
r
+ r − 1
)]
=
(
3
2
+ 4
Re0.72b
15
)(
rp
rb
)2
(2.48)
avec Re∗b =
Re0.72b
15 .
Cependant, ces expressions de Ecoll sont obtenues à partir d’un écoulement supposé symmé-
trique entre l’amont et l’aval de la bulle. La collision a alors lieu sur toute la partie supérieure
de la bulle. Différents travaux ont montré la déviation de l’angle de collision θc de π/2 vers le
front de la bulle (Weber & Paddock, 1983; Nguyen & Kmet, 1992; Schulze, 1989). Dans ce cas,
pour trouver ψmax, nous utilisons le développement de Taylor qui donne une approximation de
la fonction de courant à proximité de la surface de la bulle :
ψ∗ = ψ∗|r=1 + (r − 1)
(
∂ψ∗
∂r
)
r=1
+
(r − 1)2
2
(
∂2ψ∗
∂r2
)
r=1
+ ... (2.49)
Cas d’une interface immobile Si la bulle est complètement contaminée, l’interface est im-
mobile, ur|r=1 = 0 et uθ|r=1 = 0. Donc les deux premiers termes de (2.49) sont nuls.
ψ∗ =
(r − 1)2
2
(
∂2ψ∗
∂r2
)
r=1
(2.50)
D’après Eq. 2.19b et 2.20, et les conditions à la surface ur|r=1 = 0 et uθ|r=1 = 0, la vorticité à
la surface s’écrit :
ξ∗ =
(
∂uθ
∂r
)
r=1
=
∂
∂r
(
1
r sin θ
∂ψ∗
∂r
)
r=1
=
1
r sin θ
(
∂2ψ∗
∂r2
)
r=1
(2.51)
alors, nous obtenons
ψ∗ =
1
2
(r − 1)2ξ∗ sin θ (2.52)
θc se trouve au point où ψ∗ est maximale (c’est à dire dψ∗/dθ = 0). En prenant l’équation 2.27a,
nous avons
dψ∗im
dθ
= 2 sin θ cos θ
(
1 +
3Reb
16
)
f(r) + sin θ(3 cos2 θ − 1)
(
3Reb
16
)
g(r) = 0 (2.53)
avec
f(r) =
r2
2
− 3r
4
+
1
4r
et g(r) =
r2
2
− 3r
4
+
1
4
− 1
4r
+
1
4r2
A l’interface, f(r)r→1 = 34(r − 1)2 et g(r)r→1 = (r − 1)2, alors
cos θc
1− 3 cos2 θc =
Reb/8
1 + (3/16)Reb
(2.54)
L’équation 2.54 est le modèle proposé par Weber (1981) pour calculer l’angle de collision. Les
résultats numériques de Weber & Paddock (1983) montrent que θc diminue de 85◦ à 63◦ quand
Reb augmente de 1 à 100. L’efficacité de collision est calculée à partir des lignes de courant
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obtenus par DNS (0 < Reb ≤ 300) par Plate (1989) :
Eimcoll =
3
2
(
rp
rb
)2 [
1 +
(3/16)Reb
1 + 0.249Re0.56b
]
(2.55)
Cependant cette relation n’est valable que pour les nombres de Reynolds faibles. Pour les
nombre de Reynolds intermédiaires, l’angle de collision peut seulement être obtenu par simulation
numérique en recherchant le point tel que ξ∗ sin θ = 0. Dobby & Finch (1987) ont estimé l’angle
de collision θc et la vorticité à l’interface ξ∗ à partir des résultats expérimentaux de Woo (1971) :
– Angle de collision
θc = 78.1− 7.37 logReb (20 < Reb < 400)
θc = 98.0− 12.49 log(10Reb) (1 < Reb < 20)
θc = 90.0− 2.5 log(100Reb) (0.1 < Reb < 1)
(2.56)
– Vorticité à la surface de la bulle
ξ∗ = a+ bθ + cθ2 + dθ3 (2.57)
où les coefficients a, b, c et d sont fonction de Reb (Dobby & Finch (1987)).
Nguyen (1994) a ensuite proposé une nouvelle expression de la vitesse du fluide à proximité
de la surface de la bulle (équation 2.39) pour calculer l’efficacité de collision par interception.
Le modèle de la vorticité à la surface de la partie supérieure de la bulle pour un nombre de
Reynolds 0 ≤ Reb ≤ 400 s’écrit :
ξ∗Γ = X sin θ + Y sin θ cos θ
comme l’angle de collision θc se trouve à
dξ∗ sin θ
dθ
∣∣∣
θ=θc
= 0, on obtient l’expression de l’angle de
collision θc
cos θc =
√
X2 + 3Y 2 −X
3Y
(0 ≤ θc ≤ 90) (2.58)
avec les coefficients X et Y donnée par l’équation 2.39b. D’après la définition de la probabilité
de collision
Ecoll = 2
∫ θc
0
−~eru sin θdθ (2.59)
et en utilisant l’équation 2.39b, nous obtenons
Ecoll = (r − 1)2(X + Y cos θc) sin2 θc (2.60)
Alors, le modèle d’efficacité de collision devient finalement,
Eimcoll =
2
27Y 2
(
rp
rb
)2 (√
X2 + 3Y 2 −X
)(√
X2 + 3Y 2 + 2X
)2
(2.61)
Les simulations numériques directes de Sarrot et al. (2005) montrent que Ecoll ∼ (rp/rb)2
quelque soit Reb et que l’évolution à grand nombre de Reynolds suit le comportement Ecoll ∼
Re0.47b . En justifiant cette tendance asymptotique, Legendre et al. (2009) ont proposé le modèle
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suivant pour Reb > 10 :
Eimcoll =
9
8
(
rp
rb
)2
Re0.47b (2.62)
Cas d’une interface mobile Si la bulle est propre, le cisaillement nul à l’interface conduit à
∂uθ/∂r − uθ/r = 0. En utilisant l’équation 2.35, nous avons uθ|r=1 = ξ/2. Donc,
ψ∗ =
1
2
[(r − 1)− (r − 1)2]ξ∗ sin θ (2.63)
En utilisant l’équation 2.27b le maximum de la fonction de courant satisfait :
dψ∗m
dθ
= 2 sin θ cos θ
(
1 +
Reb
8
)
f(r) + sin θ
Reb
8
(3 cos2 θ − 1)g(r) = 0 (2.64)
soit :
2 cos θc
1− 3 cos2 θc =
Reb/8
1 +Reb/8
(2.65)
D’après l’équation 2.65, θc diminue losque Reb augmente. Mais pour les grands Reb, les solutions
numériques des équations de Navier-Stokes de Weber & Paddock (1983) montrent que θc diminue
de 90◦ à 78◦ (vers Reb = 30) et remonte ensuite à 90◦. L’expression de Ecoll est alors modifiée :
Emcoll =
rp
rb
[
1 +
2
1 + (37/Reb)0.85
]
(2.66)
Nguyen (1994) utilise la même expression de θc que celle qu’il a obtenue pour une bulle propre
(Equations 2.58), mais avec des coefficients X et Y différents (Equation 2.42a). L’intégration de
l’équation 2.59 donne :
Ecoll =
2
27Y 2
((r − 1)− (r − 1)2)2(X + Y cos θc) sin2 θc (2.67)
L’efficacité de collision pour une bulle propre est égale à :
Emcoll =
2
27Y 2
[(
rp
rb
)
−
(
rp
rb
)2](√
X2 + 3Y 2 −X
)(√
X2 + 3Y 2 + 2X
)2
(2.68)
Sarrot et al. (2005) ont proposé un modèle de collision à partir de leur résultat de simulations
numériques directes pour Reb = 0.0005 − 250, qui sépare l’influence des deux paramètres : le
nombre de Reynolds Reb et le rapport de taille rp/rb :
Ecoll = g(rp/rb)f(Reb) (2.69)
avec g = rp/rb et f = (15 + 3Re
3/4
b )/(15 + Re
3/4
b ). L’angle de collision est obtenu en utilisant
l’expression de Nguyen (1994) (Eq. (2.58)) avec les coefficient différents :
X =
15 + 3Re
3/4
b
15 +Re
3/4
b
Y =
0.095Reb
1 + 0.045Re
4/3
b
(2.70)
Cette corrélation est en très bon accord avec les résultats issus des simulations numériques pour
Reb ≥ 0.5, mais sous estime les résultats numérique pour Reb < 0.5. Legendre et al. (2009) ont
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modifié cette expression et proposé :
Emcoll =
rp
rb
(
1 +
rp
rb
)(
16 + 3.315Re
1/2
b + 3Reb
16 + 3.315Re
1/2
b +Reb
)
(2.71)
Cas d’une interface partiellement contaminée Sarrot et al. (2005) a obtenu par simu-
lation numérique les premiers résultats décrivant l’efficacité de collision pour une bulle par-
tiellement contaminée en utilisant le modèle de capsule stagnante (cf. paragraphe 2.1.2.1). Les
modèles déduits des résultats numériques sont les suivants Legendre et al. (2009) :
– Angle de collision
θc =
2 + 0.16Re
1/2
b
3 + 0.16Re
1/2
b
θcap (2.72)
– Efficacité de collision
Ecoll(θcap) =
rp
rb
(
1 +
rp
rb
)
fθ (2.73)
fθ = 2 sin(θc)
uΓ
ub
(2.74)
si θcap ≤ nπ
2
uΓ =
ub
2
fm sinn
(
θcap
n
)
si θcap ≥ nπ
2
uΓ =
ub
2
fm
(2.75)
avec
fm =
16 + 3.315Re
1/2
b + 3Reb
16 + 3.315Re
1/2
b +Reb
(2.76)
n =
2 + 0.2Re1/2
1 + 0.2Re1/2
(2.77)
Pour Reb → ∞ et θcap → π, nous retrouvons la correction du modèle de Sutherland (1948)
(θcap = π, Reb ≫ 1) proposé par Dukhin et al. (1995) :
Ecoll ≈ 3
(
rp
rb
)
sin2(θcap) (2.78)
2.3.1.4 Analyse des modèles
Les figures 2.8a et 2.8b, représentent respectivement l’angle de collision en fonction du
nombre de Reynolds pour une bulle propre et une bulle compètement contaminée. Nous pouvons
constater que pour une bulle complètement contaminée, le modèle de Nguyen (1994) et celui
de Dobby & Finch (1987) donnent des résultats identiques. Lorsque Reb augmente de 1 à 100,
θc diminue de 85◦ à 63◦. Le modèle de Weber (1981) pour les Reb élevés s’écarte des autres
modèles, cette solution a été obtenue à partir de la solution approchée de ψ pour de faibles
Reb. Pour une bulle propre, le modèle de Weber (1981) prédit que θc décroit avec Reb. Toute-
fois, Weber & Paddock (1983) ont remis en cause ce résultat à partir de simulations numériques
(dont ils ne donnent pas les résultats) en 1983. Ils signalent dans leur publication que θc diminue
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jusqu’à 78◦ à Reb = 30 puis remonte à 90◦ pour des Reb supérieurs. Le modèle de Nguyen (1994)
présente la même tendance et montre que l’angle mininal se trouve au voisinage de θ = 83◦ pour
Reb = 30. Ce même comportement a été retrouvé par les DNS de Sarrot 2005.
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Figure 2.8 – Angle de collision par interception en fonction du nombre de Reynolds.  :
Dobby & Finch (1987), ◦ : Nguyen (1994), △ : Weber (1981), ⋄ : Sarrot et al. (2005)
La figure 2.9 présente l’efficacité de collision par interception pour une bulle complètement
contaminée calculé par différents modèles. Les symboles étoiles sont les valeurs expérimentales
de Anfruns & Kitchener (1977). Il s’agit de mesures indirectes (cf. paragraphe 1.4.2) pour des
bulles de diamètre db = 0.63 mm (correspondant à une vitesse ub = 70 mm/s et Reb = 45)
et des particules solides (ρp = 2500 kg/m3, dp = 12 − 40 µm). Ceci signifie que les résultats
représentent plutôt l’efficacité de capture Ecapt. Il faut noter que Ecapt 6= Ecoll, sauf si Eatt = 1 et
Edet = 0. Nous constatons une sous estimation de l’efficacité de collision donnée par les modèles
théoriques, notamment pour les particules relativement grosses (Stmaxp = 0.05, u
max
s = 0.01).
Ceci peut être lié au fait que les modèles ne tiennent pas compte de la sédimentation et de
l’inertie. Il est aussi possible que la surface de la bulle ne soit pas totalement immobilisée dans
les expériences. Nous constatons également que les différents modèles sont très proches
Pour les bulles propres, l’efficacité de collision par interception est beaucoup plus élevée que
celle d’une bulle complètement contaminée (cf. figure 2.10). Les points expérimentaux sont ex-
traits des travaux de Nguyen (1998) obtenus par mesure directe (cf. paragraphe 1.4.1) pour des
bulles de diamètre db = 0.75 mm (correspondant à une vitesse ub = 200 mm/s et Reb = 160)
et des particules solides (ρp = 2500 kg/m3, dp = 7.5− 60 µm). La probabilité de collision Ecoll
augmente avec le rapport de taille rp/rb et reste entre les deux valeurs extrèmes, E
pot
coll et E
st
coll.
Les valeurs obtenues avec les trois modèles sont très proches et correspondent bien aux résultats
expérimentaux pour les fines particules. Mais, lorsque rp/rb augmente, l’écart entre les modèles
et les valeurs expérimentales devient de plus en plus important (100− 200%). Cette surestima-
tion de Ecoll peut être due ici aussi aux effets d’inertie négligés dans les modèles.
Pour les bulles partiellement contaminées, deux comportements différents de la probabilité de
collision ont été observés. Si θcap > π/2, la collision se passe sur la partie mobile de l’interface,
Ecoll ≈ Emcoll (Fig. 2.11a)et l’efficacité de collision est alors une fonction linéaire de rp/rb. Si
θcap < π/2, la relation entre Ecoll et rp/rb passe de linéaire à quadratique à rp/rb = (rp/rb)th
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Figure 2.9 – Efficacité d collision par interception v.s. rapport de taille pour une bulle totale-
ment contaminée db = 0.63 mm. · · · : Eq. 2.55 Weber & Paddock (1983) ; — : Eq. 2.46a Gaudin
(1957) ; • : Eq. 2.48 Yoon & Luttrell (1989) ; − · − : Eq. 2.61 Nguyen (1994) ; −− : Eq. 2.62
Sarrot (2006) ; ∗ : résultats expérimentaux de Anfruns & Kitchener (1977).
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Figure 2.10 – Efficacité d collision par interception v.s. rapport de taille pour une bulle propre
(db = 0.75 mm). · · · : Eq. 2.66 Weber & Paddock (1983) ; − ·− : Eq. 2.68 Nguyen (1994) ; −− :
Eq. 2.71 Sarrot (2006) ; ∗ : résultats expérimentaux de Nguyen (1998).
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(Fig. 2.11b). Le seuil (rp/rb)th dépend du niveau de contamination de l’interface et aussi du
nombre de Reynolds de la bulle (Legendre et al. (2009)).
(rp/rb)th =
fm
f im
sinn
(
θcap
n
)
sin
(
3θcap
4
)
(2.79)
avec fm =
16+3.315Re
1/2
b +3Reb
16+3.315Re
1/2
b +Reb
et f im = 1 + 3/16Reb
1+0.248Re0.56b
.
Ce changement de comportement de Ecoll résulte de la présence d’un deuxième resserrement
de la ligne de courant autour de la bulle. En effet à θ = θcap, en raison de la modification de la
mobilité d’interface, la condition de non glissement entraine une chute locale de débit à proximité
de la bulle, puis pour θ > θcap, si θcap < π/2, les ligne de courant se ressèrent entrainant la
présence d’un deuxième point de capture possible. Cette seconde position minimale est observée
à condition d’avoir θcap < θth. L’angle θth est lié seulement à Reb et peut être décrit par :
θth = 33
◦Reb + 4.4
Reb + 2.5
(2.80)
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Figure 2.11 – Efficacité de collision par interception pour une bulle partiellement contaminée
à Re = 100 (Eq. 2.73). ⋄ : rp/rb = 0.0001,  : rp/rb = 0.001, △ : rp/rb = 0.01, ◦ : rp/rb = 0.1,
(Sarrot et al., 2005; Legendre et al., 2009).
2.3.2 Collision avec des particules qui sédimentent
Sous l’effet de leur masse, les particules ont une vitesse de sédimentation qui peut les écarter
de la ligne de courant et ainsi modifier la collision. La sédimentation des particules et l’ascension
de la bulle ayant des sens opposés, l’effet de la gravité va être bénifique pour la collision. Le
nombre adimensionnel us = Us/Ub est souvent utilisé pour caractériser l’effet de gravité. Si
Rep ≪ 1, la vitesse de sédimentation des particules est :
Us =
2(ρp − ρf )r2pg
9µ
(2.81)
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Dans un répère polaire, cette vitesse se décompose en deux parties :
~Us = −Us cos θ~er + Us sin θ ~eθ (2.82)
Les forces gravitaires apportent une grande contribution à la collision bulle-particule pour les
petites particules jusqu’à 1 µm. En présence de gravité, la sédimentation accompagne toujours
la collision par interception. Plusieurs auteurs ont inclu l’effet de la gravité dans la modélisation
de la collision.
Le flux de particules Np entrant en collision avec la bulle est égal au flux qui passe par la
surface d’une hémisphère définie par rp + rb et θ ≤ π/2 (Reay & Ratcliff, 1973) :
Np = 2cpπ(rp + rb)
2
∫ θc
0
−~erUp sin θdθ (2.83)
avec θc l’angle de collision et cp la concentration de particles qui est supposé uniforme dans le
liquide. Le flux de particules qui passent dans le volume balayé par la bulle est donné par :
N0 = cpπr
2
b (Ub + Us) (2.84)
D’après la définition de l’efficacité de collision Ecoll = Np/N0, avec rp/rb ≪ 1, nous avons :
Ecoll =
2
1 + us
∫ θc
0
−~erv sin θdθ (2.85)
Dans l’équation de la trajectoire de la particule (Eq. 2.43), si on néglige les forces d’inertie,
de portance et d’histoire, l’équation 2.1 devient :
St
(
1 +
ρf
ρp
)
∂v
∂τ
= us − (v − u) (2.86)
Pour une bulle de diamètre db < 0.1 mm et une particule de diamètre dp < 20µm, le nombre
de Stokes St est inférieur à 10−2 et O(dv/dτ) < 1. L’ordre de grandeur de us, v et u est
généralement plus grand que O[St(dv/dτ)] (Reay & Ratcliff, 1973), on obtient alors :
v ≈ u+ us (2.87)
La vitesse du fluide u est donnée par Eq. 2.22 et Eq. 2.24 pour les écoulement de Stokes et
potentiel, respectivement. En remplaçant v dans l’équation 2.85 par u+ us, on obtient alors :
EStkcoll =
1
1 + us
(
1 +
rp
rb
)2 [
1 + us − 3rb
2(rp + rb)
+
r3b
2(rp + rb)3
]
(2.88)
EPotcoll =
1
1 + us
(
1 +
rp
rb
)2 [
1 + us − r
3
b
(rp + rb)3
]
(2.89)
L’équations 2.88 et 2.89 sont respectivement le modèle de Reay & Ratcliff (1973) et le mo-
dèle de Flint & Howerth (1971). Ces modèles sont valables seulement pour une bulle de rayon
rb = 0.2− 2mm et pour 0.001 < St < 10. En outre, ils supposent que l’écoulement du fluide est
symétrique, et que l’angle de collision θc se trouve à π/2.
Nguyen (1998) a proposé un modèle dans lequel la mobilité de l’interface et l’axisymmétrie de
l’écoulement du liquide sont inclus. Les expressions 2.39b et 2.41b sont utilisées dans l’équation
2.87 pour calculer la vitesse radiale du fluide autour d’une bulle avec une interface immobile et
mobile, respectivement. L’intégration de l’équation 2.85 nous permet de calculer l’efficacité de
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collision par interception et par sédimentation gravitaire :
Ecoll =
f1
1 + us
(X + Y cos θc) sin
2 θc +
us
1 + us
sin2 θc (2.90)
pour une interface immobile
f im1 (rp/rb) = (rp/rb)
2 +O[(rp/rb)
3] (2.91)
et pour une interface mobile
fm1 (rp/rb) = (rp/rb)− (rp/rb)2 +O[(rp/rb)3] (2.92)
X et Y sont donnés par les équations 2.40 et 2.42. On constate que le premier terme de cette
équation correspond à la contribution d’interception et le second terme correspond à l’effet de
gravité. L’angle de collision θc correspond au point où Ecoll est maximale. dEcoll/dθ = 0 conduit
à
θc = arccos
[√
(X + C1)2 + 3Y 2 − (X + C1)
3Y
]
(2.93)
où C1 = us/f1 représente l’effet de gravité. La combinaison de l’équation 2.90 et 2.93 donne
Ecoll =
2
27Y 2
f1
1 + us
[√
(X + C1)2 + 3Y 2 − (X + C1)
]
[√
(X + C1)2 + 3Y 2 + 2(X + C1)
]2 (2.94)
Si rp/rb → 0 et θc = π/2, les équations 2.88, 2.89 et 2.90 se réduisent à
Ecoll =
us
1 + us
(2.95)
Comme les particules ont toujours un poids, us n’est jamais égale à 0, ce qui signifie que l’efficacité
de collision bulle-particule est toujours supérieure à 0.
2.3.2.1 Analyse des modèles incluant la sédimentation
L’efficacité de collision par interception et gravité pour une bulle complètement contaminée
et une bulle propre sont représentées dans les figure 2.12 et 2.13, respectivement. En comparant
avec le figure 2.9 pour une bulle complètement contaminée, on observe que Egcoll augmente, si
l’effet de gravité est pris en compte dans les modèles. Ces modèles montrent un bon accord avec
les résultats expérimentaux. Par contre pour une bulle propre, l’augmentation de Ecoll dûe à
l’effet de gravité entraine un écart entre les modèles et les expériences. Ceci montre aussi la
nécessité d’intégrer les forces inertielles dans le modèle de collision.
2.3.3 Collision inertielle
Les particules ayant une inertie importante ne suivent plus les lignes de courant de l’écoule-
ment généré par la bulle, mais tendent à continuer leur mouvement sans changer de direction.
Plusieurs travaux ont pris en compte les effets inertiels sur l’efficacité de collision : il peut être
favorable au front de la bulle et défavorable proche de l’équateur. Dans les paragraphes suivants,
différents modèles de collision inertielle sont présentés et comparés.
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Figure 2.12 – Efficacité de collision par sédimentation gravitaire et par interception pour une
bulle totalement contaminée (db = 0.63 mm). − · − : Eq.2.88, Reay & Ratcliff (1973) ; −− :
Eq.2.90, Nguyen (1998) ; ∗ : résultats expérimentaux de Anfruns & Kitchener (1977).
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Figure 2.13 – Efficacité de collision par sédimentation gravitaire et par interception pour une
bulle propre db = 0.75 mm. − · − : Eq.2.89, Flint & Howerth (1971) ; −− : Eq.2.90, Nguyen
(1998) ; ∗ : résultats expérimentaux de Nguyen (1998).
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2.3.3.1 Modèle de Langmuir
Dans le cas d’un aérosol (particules ou gouttelettes dans un gaz), la collision est très sensible
aux effets d’inertie des particules mais pas à l’inertie du fluide. Par contre si ρp ∼ ρf , l’inertie du
fluide doit être également prise en compte dans l’équation de la trajectoire. Les premiers modèles
de collision inertielle ont vu le jour pour étudier la pluie. Ainsi Langmuir & Blodgett (1945) ont
développé un modèle de collision inertielle pour l’interaction entre une petite gouttelette au
repos et une grosse goutte en chutte libre, dans le cadre de l’étude sur la formation de grosses
gouttes de pluie. Ils ont supposé que le grossissement des gouttelettes est dû au rattrapage des
petites gouttelettes par les plus grandes qui tombent plus vite. En supposant que le diamètre
de la gouttelette est suffisamment petit et donc que son mouvement respecte la loi de Stokes
(Re ≪ 1), l’efficacité de collision ne dépend que du nombre de Stokes de la particule St. La
description mathématique de ce modèle est simple pour un écoulement de Stokes et pour un
écoulement potentiel :
Estkcoll =
(
1 +
3
4
ln(2St)
St− Stcrit
)−2
(2.96)
Epotcoll =
(
St
St+ 0.5
)2
(2.97)
L’equation 2.96 n’est valable que si St > Stcrit, où Stcrit = 1.214. Dans ce modèle, l’efficacité
de collision ne dépend que du nombre de Stokes de la particule. Pour des nombres de Rey-
nolds intermédiaires, Langmuir & Blodgett (1945) ont proposé une expression empirique par
l’interpolation :
Eintcoll =
Epotcoll + (Re/60)E
stk
coll
1 + (Re/60)
(2.98)
Derjaguin et al. (1976) ont montré que le champ hydrodynamique d’une bulle en ascension et
celui d’une gouttelette descendantes sont identiques. Ce modèle est donc applicable à la collision
bulle-particule.
2.3.3.2 Modèle de Schulze
Basé sur les résultats numériques (Plate, 1989), Schulze (1989) a proposé une expression
approximative pour la collision due à l’inertie :
Eincoll =
1
1 + us
(
1 +
rp
rb
)2( St
St+ a
)b
(2.99)
Les constantes a et b dépendent du nombre de Reynolds (tableau 2.3) :
Table 2.3 – Valeur des coefficients a et b (Plate, 1989)
Reb > 500 250− 500 100− 250 50− 100 25− 50 5− 25 < 5
a 0.5 0.6 0.8 1.12 2.06 2.48 1.3
b 2.0 2.0 2.0 1.84 2.06 1.95 3.7
Schulze suppose que L’efficacité globale de la collision est la somme des trois contributions,
l’interception Eicoll, la sédimentation par gravité E
g
coll et la collision inertielle E
in
coll :
Ecoll = E
i
coll + E
g
coll + E
in
coll
(
1− E
i
coll
(1 + rp/rb)2
)
(2.100)
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où l’effet d’interception peut être décrit par la fonction de courant qui dépend du nombre de Rey-
nolds Eicoll = 2ψ
∗, ou bien par l’équation 2.101, si on prend en compte la vitesse de sédimentation
de la particule (v = u+ us),
Eicoll =
2ψ∗
1 + us
(2.101)
Pour l’effet de gravité, Schulze recommande le modèle de Flint & Howerth (1971); Reay & Ratcliff
(1973); Weber (1981) en fixant l’angle de collision θc. Cet angle peut s’obtenir par l’équation
2.56.
En comparant ce modèle complet avec les résultats expérimentaux, Schulze (1989) met en
évidence la présence de l’effet inertiel négatif induit par la force centrifuge due à l’inertie de la
particule (cf. figure 1.3). Cette force augmente avec la vitesse tangentielle de la particule Up,θ :
Fc =
4
3
πr3p(ρp − ρf )U2p,θ
rp + rb
(2.102)
L’inertie réduit fortement la probabilité de collision même si la taille des particules est inférieure
à 100 µm. Puisque Up,θ = Uf,θ+Us,θ, l’effet d’inertie est non seulement lié à la taille de particule
mais aussi à la vitesse du liquide. A la proximité de l’interface, Uf,θ dépend du niveau de mobilité
de la surface de la bulle. Pour une bulle propre Uf,θ 6= 0 et cet effet négatif de l’inertie peut
jouer un rôle important.
2.3.3.3 Modèle de Duhkin (GSE)
Dukhin et al. (1995) ont modifié le modèle de Sutherland (1948) ESuthcoll (Eq. 2.45) en prenant
en compte l’effet défavorable de la force centrifuge. Cette expression analytique s’appelle aussi
le modèle GSE (Generalised Sutherland Equation). Au point de collision (θ = θc, r = 1+rp/rb),
l’équilibre des forces radiales s’écrit :
6πµfrpUp,rf +
4
3
πr3p(ρp − ρf )
U2p,θ
rp + rb
= 0 (2.103)
Un facteur de correction f est introduit afin de prendre en compte la non uniformité de l’écou-
lement. Pour une interface propre, f est pris égal à 2.034 (Dukhin et al., 1995). En notant
Esuthcoll = 3
rp
rb
et KD =
2Ub(ρp−ρf )r
2
p
9µf rb
, en utilisant la solution analytique de la vitesse du fluide
autour de la bulle en régime potentiel, l’équation 2.103 est simplifiée (Ralston et al., 2002) :
sin2 θc =
4Esuthcoll f
9KD
cos θc (2.104)
En résolvant cette équation trigonométrique, on obtient :
θc = arccos(
√
1 + β2 − β) (2.105)
où apparaît le nombre adimenssionel β = 2Esuthcoll f/9KD. Si β ≫ 1, l’angle de collision θc est
proche de π/2 et la force centrifuge n’a pas de influence sur la collision ; si β ≤ 1, l’effet défavo-
rable centrifuge est significatif.
Si on suppose que les accélérations du fluide et de la particule sont proches dvdτ ∼ DuDτ , et en
négligeant la gravité, l’équation de trajectoire devient :
KD
du
dτ
= u− v (2.106)
62
2.3. Modèles de collision
Nous pouvons donc exprimer les vitesses radiale et tangentielle de la particule :
vr = ur −KD
(
ur
∂ur
∂r
+
uθ
r
∂ur
∂θ
− u
2
θ
r
)
(2.107a)
vθ = uθ −KD
(
ur
∂uθ
∂r
+
uθ
r
∂uθ
∂θ
− uθur
r
)
(2.107b)
A l’interface, la vitesse radiale ur est faible et la vitesse tangentielle uθ est maximale à un angle
θ donné, le terme inertiel u2θ/r est alors pris en compte dans l’équation 2.107a alors que le
terme d’inertie uθur/r est lui négligé dans l’équation 2.107b. Avec ces conditions, l’équation de
trajectoire est réécrite par Dukhin (1983) :
ln
Ecollr
r3 − 1 −
∫ ∞
r
(
1− 1
q(r)
)(
2r3 + 1
(r3 − 1)r
)
dr = ln(sin2 θ) +
∫ 0
θ
φdθ (2.108)
où
φ =
3KD
(
1 + 1
2r3
1
r3
)
sin θ
r
(
r − 1
r3
)
q(r)
(2.109)
q(r) = 1 + 3KD
cos θ
r4
(2.110)
en résolvant l’équation 2.108, on obtient
Ecoll
ESuthcoll
= sin2 θc exp
[
3KD cos θc
(
ln
3
ESuthcoll
− 1.8
)
− 3KD
(
2 + cos3 θc − 3 cos θc
)
2ESuthcoll sin
2 θc
]
(2.111)
Dans l’équation 2.111, le premier terme exponentiel représente l’effet positif d’inertie tandis
que le deuxième représente l’effet négatif d’inertie dû à la force centrifuge. Puisqu’il est basé sur
le modèle de Sutherland (1948), cette équation est valable uniquement pour les bulles propres.
Dai et al. (2000) ont étudié les variations de ces termes en fonction du nombre de Stokes et
ont remarqué que l’effet défavorable d’inertie est le plus important à St = Stcrit = 1/24 (cf.
paragraphe 1.2.2.1, p.13).
2.3.3.4 Modèle de Nguyen
Nguyen (1994) a essayé d’inclure cet effet défavorable dans son modèle en résolvant l’équation
de la trajectoire des particules pour trouver leur vitesse tangentielle à l’interface. D’après Nguyen,
la forme adimensionelle de l’équation 2.1 s’écrit :
dv
dt∗
−KN du
dt∗
+ v − u+
√
3KN/π
∫ t∗
0
(
dv
ds∗
− du
ds∗
)
ds∗√
t∗ − s∗ − us = 0 (2.112)
avec KN = 3ρf/(2ρp+ρf ) et t∗ = t(1+ρf/2ρp)/tp est un nombre de Fourrier où tp est le temps
de relaxation de la particule.
La solution de l’équation 2.112 est obtenue par la méthode de variation de paramètre :
v =
2√
12KN − 9K2N
∫ t∗
0
F (t∗ − s∗)exp
[
3KN − 2
2
s∗
]
sin


√
12KN − 9K2N
2
s∗

 ds∗ (2.113)
Dans la limite des petits nombres de Stokes, l’approximation asymptotique de l’équation 2.113
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conduit à :
v =
2√
12KN − 9K2N
∞∑
n=0
(
dnF (t∗ − s∗)
ds∗n
)
s∗=0
sin
[
(n+ 1) arccos
2− 3KN
2
]
(2.114)
En négligeant les termes d’ordre O(St3/2), Nguyen (1999) a obtenu une prédiction de la vitesse
radiale d’une particule à la proximité d’une bulle dans un écoulement uniforme :
vr = ur − us cos θ + St (1− ρˆ) uθ
r
+O(St3/2) (2.115)
Le troisième terme à droite de l’équation 2.115, connu aussi comme le terme dû à la force
centrifuge, représente l’effet d’inertie sur le mouvement des particules. Comme ρp > ρf dans la
plus part des cas de flottation, ce terme est toujours positif. Pour une interface immobile, la
vitesse tangentielle proche de l’interface uθ est de l’ordre de O(δ2) (voir l’équation 2.39b), donc
le terme de la force de centrifuge est O(St2). En conséquence, l’équation 2.87 reste valable, la
force centrifuge est négligeable devant les autres forces. Par contre pour une interface mobile,
uθ = O(1), l’effet d’inertie est alors du même ordre de grandeur que ceux de la gravité et de
l’interception. L’efficacité totale est la somme de ces trois contributions :
Ecoll = E
i
coll + E
g
coll − Eincoll (2.116)
où (Eicoll + E
g
coll) peut s’obtenir par l’équation 2.90 et E
in
coll s’écrit comme :
Eincoll =
2St (1− ρˆ)
r(1 + us)
∫ θc
0
uθ sin θdθ +O[(rp/rb)
3]
=f2
St (1− ρˆ)
1 + us
{
cos3 θc − 3 cos θc + 2
6
X2
sin4 θc
4
XY +
3 cos5 θc − 5 cos3 θc + 2
30
Y 2
}
+O[(rp/rb)
3]
(2.117)
où pour une interface immobile
f im2 (rp/rb) = 4(rp/rb)
2 +O[(rp/rb)
3] (2.118)
et pour une interface mobile
fm2 (rp/rb) = 1 +O(rp/rb) (2.119)
et l’angle de collision est déterminé par la condition vr(θc) = 0 :
(3Y cos2 θc + 2X cos θc − Y ) + 2C1 cos θc − C2(X + Y cos θc)2 sin2 θc = 0 (2.120)
où les coefficients X et Y sont donnés par les équations 2.40b et 2.42b pour une bulle avec
l’interface immobile et mobile respectivement. Le coefficient C1 = us/f1 représente l’effet gra-
vitaire et le coefficient C2 = St2
(
1− ρfρp
)
f2
f1
représente l’effet d’inertie. f1 est donné par les
équations 2.91 et 2.92. Si l’interface est immobile, f2/f1 = 1+O(rp/rb) ; si l’interface est mobile,
f2/f1 = rb/rp + O(rp/rb). L’effet d’inertie est donc plus important pour cette dernière. Cepen-
dant, l’angle de collision ne peut s’obtenir numériquement. Nguyen (1999) a donné quelques
solutions approximatives :
– Angle de collision
cos θc =
√
(X + C1)2 + C22X
4 − (X + C1)
C2X2
(2.121)
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– Efficacité de collision
Eimcoll =
(
rp
rb
)2 X + C1 + Y cos θc
1 + us
sin2 θc +O(St
3/2) (2.122a)
Emcoll =
[
rp
rb
−
(
rp
rb
)2] (X + C1) sin2 θc − C2X2(cos3 θc − 3 cos θc + 2)/3
1 + us
+O(St3/2)
(2.122b)
En comparant avec la solution sans l’inertie et les résultats expérimentaux, une précision de
5 % est obtenue et on observe une réduction de Ecoll de 200 % due à l’effet défavorable des forces
inertielles, quand dp > 60 µm. Sur les figure 2.14 (a) et (b), l’efficacité de collision Ecoll en fonc-
tion du nombre de Stokes St est traçée pour des interfaces immobile et mobile, respectivement.
Nous voyons clairement que pour une bulle avec une surface immobile, Ecoll augmente avec St,
mais qu’il n’y a pas beaucoup de différence entre les différentes tailles de particule. Par contre,
pour une bulle ayant une interface propre, l’inertie montre son effet défavorable, notamment
pour les grosses particules : lors de l’augmentation de St, Ecoll diminue d’abord et puis remonte.
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Figure 2.14 – Efficacité de collision inertielle (Nguyen, 1998) à Reb = 100. △ : rp/rb = 0.001,
♦ : rp/rb = 0.002, ◦ : rp/rb = 0.005,  : rp/rb = 0.01.
2.3.3.5 Analyse des modèles
Les figures 2.15 et 2.16 comparent les prévisions des différents modèles aux points expéri-
mentaux de Anfruns & Kitchener (1977) dans le cas d’une bulle totalement contaminée et de
Nguyen (1998) dans le cas d’une bulle propre. Les efficacités sont tracées en fonction de rp/rb.
Dans le cas d’une bulle totalement contaminée, l’effet de l’inertie est favorable, la contribution de
l’inertie augmente avec dp/db. L’hypothèse d’additivité des efficacités, certes discutable semble
bien représenter les résultats expérimentaux disponibles. Dans la gamme de rp/rb, couverte par
l’expérience, les modèles de Nguyen (1998) et de Schulze (1989) donnent des résultats similaires.
Dans le cas d’une bulle propre, l’hypothèse d’additivité est remise en cause par les résultats, car
l’inertie peut diminuer l’efficacité (éjection des particules au niveau de l’équateur de la bulle).
Seul le modèle de Nguyen (1998) reproduit cet effet correctement, les modèle de Dukhin et al.
(1995) et Schulze (1989) sont pris en défaut.
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Figure 2.15 – Efficacité de collision inertielle pour une bulle totalement contaminée. ◦ : Modèle
de Nguyen (1998), Eqn 2.122a ; △ : Modèle de Schulze (1989), Eqn 2.101 ; − · − : interception ;
−−− : gravité ; · · · • · · · : inertie ; ∗ : résultats expérimentaux de Anfruns & Kitchener (1977)
(db = 0.63 mm, ub = 70 mm/s).
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Figure 2.16 – Efficacité de collision inertielle pour une bulle propre. − − − : Modèle de
Dukhin et al. (1995), Eqn 2.111) ; — : Modèle de Nguyen (1998), Eqn 2.122b ; − · − : Mo-
dèle de Schulze (1989), Eqn 2.101 ; ∗ : résultats expérimentaux de Nguyen (1998) (db = 0.75
mm, ub = 200 mm/s).
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2.3.4 Collision par diffusion Brownienne
Dans le chapitre 1, nous avons parlé de la micro-flottation pour laquelle les particules solides
ou les gouttelettes à capter sont souvent de taille micronique ou sub-micronique. Les bulles sont
aussi de tailles très faible (dp < 100 µm). A cette condition, le nombre de Reynolds de la bulle est
largement inférieur à l’unité. Davis (1984); Loewenberg & Davis (1994) suppose que cela suffit
à justifier le fait que la capture de particule et la combinaison de l’effet de sédimentation et de
la diffusion brownienne. Ce paragraphe repend brièvement les modèles de calcul d’efficacité de
capture par diffusion brownienne.
Le transport par diffusion de fines particules vers la surface de la bulle est alors gouverné
par l’équation de diffusion advection :
∂c
∂t
+ ~u∇c = 1
Peb
∆c (2.123)
où c = (C − C0)/(Cs − C0) et u = uf/Ub. C0 est la concentration dans la suspension loin de
l’interface et Cs est la concentration à l’interface. Dans l’équation 2.123 apparaît un nombre de
Péclet Pe qui représente le rapport entre le transport par convection et celui par diffusion :
Peb =
2rbUb
D
(2.124)
où D = kBT6piµrp est le coefficient de diffusion pour une sphère de Stokes dans un fluide infini.
Un nombre de Péclet important signifie que la concentration en particules varie uniquement
dans la couche limite diffusionnelle et que le gradient normal de concentration à la surface est
plus important que le gradient tangentiel de concentration. Par exemple, pour rp ≥ 0.1 µm
et rb ≥= 10 µm, le nombre de Peclet Pe est de l’ordre de 103. Le nombre de Sherwood qui
caractérise le transfert de masse gaz-liquide s’écrit :
Sh =
2rbkL
D
(2.125)
avec kL le coefficient de transfert des particules. Le flux diffusionel de particules à l’interface
est J = 4πr2bkL(C − Cs), le flux des particules traversant la surface projetée de la bulle est
J0 = πr
2
bUbC. Donc, l’efficacité de collision par diffusion est égale à
Ecoll =
J
J0
=
4kL(C − Cs)
UbC
=
4Sh
Pe
(
C − Cs
C
)
(2.126)
L’efficacité depend donc dans ce cas du rapport (C −Cs)/C qui indique la capacité instantanée
de l’interface à acceuillir d’autres particules (potentiel de transfert), généralement baptisé f dans
les modèles de capture par diffusion brownienne). Différents modèles peuvent alors être bâtis
avec le nombre de Sherwood qui dépend du nombre de Reynolds de la bulle, de la contamination
à l’interface et du nombre de Péclet (Dani, 2007). Le modèle dépend également de l’évolution du
coefficient de diffusion brownienne (loi de Einstein ou autre). Reay & Ratcliff (1973) ont fait un
simple calcul d’efficacité de collision par diffision Brownienne. En régime de Stokes (Re ≪ 1),
la théorie de la couche limite donne pour une bulle sphérique complètement contaminée dans la
limite Peb >> 1 :
Shim = Pe
1/3
b (2.127)
La vitesse terminale de la bulle pour Reb << 1 est :
Ub =
2ρfgr
2
b
9µf
(2.128)
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En utilisant la rélation Stokes-Einstein pour calculer le coefficient de diffusion, nous avons
Eimcoll =
f
r2br
2/3
p
(
3kBT
πρfg
)2/3
(2.129)
De même, nous pouvons déduire aussi Ecoll pour une bulle propre : Shm est toujours pro-
portionnel à la racine carrée du nombre de Péclet Pe :
Shm = Pe
1/2
b (2.130)
La vitesse d’ascension d’une bulle propre est :
Ub =
ρfgr
2
b
3µf
(2.131)
nous avons alors :
Emcoll =
2f
r
3/2
b r
1/2
p
(
kBT
πρfg
)1/2
(2.132)
D’après les équations 2.126 et 2.132, nous pouvons constater que Ecoll diminue lorsque rp et
rb augmentent et elle est indépendante de la masse volumique de la particule. Cette hypothèse
est valable lorsque le nombre de Péclet est élevé, l’épaisseur de la couche limite diffusionnelle δc
est inférieure à la taille de la bulle. D’après la loi de Fick, le coefficient de transfert de masse est
alors kL ≈ D/δc.
δc
2rb
≈ 1
Sh
=
√
Ecoll
2
(2.133)
δc =
(
3kBT
ρfgπ
)1/3
r−1/3p (2.134)
Puisque δc ≫ 2rp, la taille de la particule rp doit être inférieure à 0.1 µm avec une couche mince
diffusionnelle de moins de 1.6 µm.
On peut également noter que Ramirez et al. (1999) ont proposé une modélisation regroupant
les effets diffusion brownienne et interception. Yang et al. (1995) ont essayé d’introduire les effets
de convection des particules sur l’interface (par effet Marrangoni).
2.4 Conclusion
L’analyse des différents modèles a permis de montrer la manière dont sont intégrés les dif-
férents effets intervenant dans la collision. Seul le modèle de Nguyen (1998) prend en compte
toutes les contributions. Cependant, dans ce modèle, la surface de la bulle est considérée soit
totalement mobile, soit totalement immobile. Or, il est vraisemblable que ces deux situations res-
tent des cas extrèmes, et que, dans les cas réels, l’interface présente une contamination partielle.
Les études de Sarrot et al. (2005); Legendre et al. (2009) sont les seules a avoir étudié cet effet de
contamination de l’interface sur l’efficacité de collision, mais pour des particules non-inertielles.
Or, les effets de gravité et d’inertie sur l’efficacité de collision peuvent jouer un rôle essentiel,
comme cela a été montré dans ce chapitre. Il semble donc nécessaire de poursuivre les travaux
engagés dans la thèse de Sarrot (2006) pour prendre en considération les effets combinés de la
contamination partielle des bulles, de l’inertie des particules, et de la sédimentation. Pour cela,
il a fallu adapter la méthode numérique utilisée. Le chapitre 3 présente l’approche numérique
que nous avons mise en oeuvre.
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3.1. Présentation du code de calcul JADIM
Ce chapitre présente l’approche numérique utilisée dans ce travail. Le principe des simu-
lations consiste à résoudre par simulation numérique directe (DNS) l’écoulement induit par le
mouvement d’une bulle en ascension dans un liquide au repos et à suivre de manière lagrangienne
les particules en résolvant l’équation de leur trajectoire. La première partie présente brièvement
le code JADIM, les équations résolues, le domaine de calcul, les conditions limites imposées et le
maillage utilisé. L’approche lagrangienne et la méthode de calcul de l’efficacité de collision sont
ensuite décrites. La vérification de la validité de nos simulations concernant la partie hydrodyna-
mique et le suivi lagrangien fait l’objet de la deuxième partie. Nous présentons également dans
cette partie la comparaison entre nos résultats numériques et ceux de (Sarrot, 2006) pour les
particules non inertielles. Le choix de la gamme d’étude des paramètres du problème est discuté
en fin de chapitre.
3.1 Présentation du code de calcul JADIM
Les simulations numériques directes ont été réalisées avec le code JADIM, développé depuis
une quinzaine d’années dans le groupe Interface de l’Institut de Mécanique des Fluides de Tou-
louse (IMFT). Le code JADIM est décrit en détail dans les thèses de Rivero (1991); Calmet
(1995) et Legendre (1996).
3.1.1 Résolution des équations de Navier Stokes
Les équations de Navier-Stokes (Eqn. 3.1) sont écrites sous la formulation vitesse-pression
en coordonnées curvilignes orthogonales, et résolues à l’aide de la méthode des volumes finis.(
∂U
∂t
+ (U∇)U
)
= −∇P
ρ
+ ν∇2U (3.1)
La discrétisation utilise un maillage décalé et suit un schéma centré du second ordre en temps
et en espace. L’avancement dans le temps est réalisé par un algorithme de Runge-Kutta/Crank-
Nicolson à trois sous-pas de temps, alors que l’incompressibilité (∇U = 0) est satisfaite à la fin
de chaque pas de temps par la résolution d’une équation de Poisson pour un potentiel auxiliaire.
Les équations sont résolues dans le répère en mouvement avec la bulle à sa vitesse terminale
Ub. Les conditions à la limite du problème sont alors
U = −Ub pour r →∞ (3.2)
A la surface de la bulle, une condition de glissement (cisaillement nul) est imposée sur la partie
propre (0 < θ < θcap) et une condition d’adhèrence (vitesse nul) sur la partie contaminée
(θcap < θ < π) (Chapitre 2, Section 2.2.3).
3.1.1.1 Maillage utilisé
Dans l’étude de Sarrot(2006), le maillage utilisé est du type polaire axi-symétrique (Fig.3.1).
Le maillage est composée de Nθ noeuds dans la direction angulaire et Nr noeuds dans la direc-
tion radiale. La distribution des noeuds dans la direction radiale assure que le rapport η entre
deux mailles successives est inférieur à ηmax = 1.1. Afin de capter le maximum d’informations au
niveau de l’interface de la bulle on raffine le maillage près de celle-ci. La taille δr de la première
maille est choisie de manière à obtenir des points de mesure (numérique) jusqu’à rp = 10−3rb.
L’effet du raffinement sur l’efficacité de collision a été étudié par Sarrot et al. (2005). Dans la
suite, le maillage utilisé (Fig. 3.1) pour cette configuration d’écoulement comporte 90×70mailles
réparties suivant les directions angulaire × radiale avec δ/rb = 0.0005.
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Figure 3.1 – Maillage polaire
3.1.1.2 Domaine de calcul
Les équations de Navier-Stokes pour l’écoulement sont résolues dans le domaine de calcul
présenté sur la figure 3.2. A noter qu’elles ne sont pas résolues à l’intérieur de la bulle à la surface
de laquelle les conditions limites sont imposées. Le domaine de calcul R∞ a été selectionné de
manière à éviter le confinement, qui peut avoir un fort effet pour les faibles nombres de Rey-
nolds. Le domaine de calcul a donc été choisi en fonction du Reb entre R∞ = 40rb et R∞ = 80rb,
d’après Magnaudet et al. (1995); Legendre & Magnaudet (1998). La bulle est placée au centre
du domaine de calcul (Fig. 3.2).
3.1.1.3 Conditions aux limites
Les différentes conditions aux limites utilisées dans cette étude pour la résolution des équa-
tions de Navier-Stokes sont les suivantes (Rivero, 1991; Legendre, 1996) :
– à l’entrée, une vitesse uniforme est imposée −Ub ;
– à la sortie, des conditions aux limites les moins contraignantes possibles sont imposées
∂2p/∂r∂θ = 0 et ∂2U/∂n2 = 0 ;
– sur l’axe horizontal de la bulle, une condition de symétrie est appliquée ;
– sur la surface de la bulle partiellement contaminée, nous imposons une condition d’adhé-
rence sur la partie immobile de la bulle U = 0 et un cisaillement nul sur la partie mobile
de la bulle U.n = 0 et n× τ.n = 0.
axe de symétrie R∞ = 40rb
interface immobileinterface mobile
sortieentrée
θcap
rb
Figure 3.2 – Domaine de calcul et Conditions aux limites
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3.1.2 Suivi lagrangien
L’approche lagrangienne utilisée est directement issue des travaux de Legendre et al. (1999)
et de Climent & Magnaudet (1997) consacrés à la dispersion de bulles d’air en écoulement tur-
bulent. Les forces gouvernant le mouvement des particules sont calculées à partir de la vitesse
du centre de masse des particules et du champ de vitesse non-perturbé interpolé à cet endroit,
suivant un schéma d’ordre 2 en espace. Le schéma d’intégration retenu est de type Runge-Kutta,
offrant une précision à l’ordre 2 en temps. Ainsi, à chaque pas de temps de calcul du champ
de vitesse de la phase continue, la vitesse et l’accélération du fluide sont interpolées au centre
de masse de la particule, permettant le calcul des forces, de l’accélération de l’inclusion, et par
conséquent de sa vitesse et de sa position, en conservant la précision à l’ordre 2 en temps et en
espace (Climent & Magnaudet, 1997).
Nous rappelons ci-dessous les différents effets (hydrodynamiques, de surface,..) qui ont été
présentés au chapitre 1 et qu’il faut a priori prendre en compte dans l’équation de la trajectoire.
Nous discutons ensuite l’ordre de grandeur de ces différentes forces.
Forces hydrodynamiques Les différentes forces hydrodynamiques sont :
1. Force de flottabilité Fb :
Fb = (ρp − ρf )
4πr3p
3
~g
2. Force de trainée Fd :
Fd = Cdρf
πr2p
2
‖ ~Uf − ~Up‖
(
~Uf − ~Up
)
3. Force de portance Fl :
Fl = Clρf
4πr3p
3
(
~Uf |p − ~Uf
)
× ~Ω
En notant Sr le cisaillement adimentsionnel, dans la limite Re < 1 et (ReSr)1/2 ≪ 1, le
coefficient de portance est :
Cl =
6
π
(
2 + 3Φµ
2 + 2Φµ
)
J(ǫ)
(ReSr)1/2
où ǫ = (Sr/Re)1/2. Les travaux numériquees de Legendre & Magnaudet (1998) montre
que cette expression peut être utilisée jusqu’à Re = 1 à condition de prendre J(ǫ) sous la
forme :
J(ǫ) =
J(∞)
(1 + 0.2ǫ−2)3/2
avec J(∞) = 2.255 la solution analytique de Saffman pour une sphère solide.
4. Force de masse ajourtée Fm :
Fm = Cmρf
4πr3p
3
(
D ~uf
Dt
∣∣∣∣
p
− d ~up
dt
)
où
D ~uf
Dt
∣∣∣∣
p
=
∂
∂t
+ Uf ∇|p (3.3)
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5. Force de Tchen FT :
Ft = ρf
4πr3p
3
D ~uf
Dt
∣∣∣∣
p
6. Force d’histoire Fh :
Fh = 6πµfrp
∫ t
0
KH(t− s)∂( ~uf − ~up)
∂s
ds
Pour une sphère solide, le noyau KH présente aux temps courts la même forme temporelle
en (t− s)1/2 que celle obtenue pour la plaque plane :
K(t− s) = rp√
πνf (t− s)
Pour les particules utilisées dans le procédé flotation, le temps de relaxation τp est inférieur
à 10−4 secondes (Nguyen & Schulzen, 2004). A noter qu’aux temps long, l’évolution de la
force d’histoire est différente. La prise en compte de la force d’histoire est relativement
coûteuse car il faut garder en mémoire l’histoire de l’accélération relative entre la particule
et le fluide.
Forces interfaciales
Nous rappellons qu’après la collision, il reste encore une mince couche de liquide qui sépare
la particule de la bulle. La mesure expérimentale de Yordan & Yoon (1989) a montré que cette
épaisseur est d’environ 110 nm. Sachant que les forces de surface commencent à intervenir dans
l’interaction bulle-particule lorsque la distance de séparation entre les surfaces de deux particules
est de l’ordre du sub-micron, la collision peut être contrôlée par les forces de surface à faible
distance de séparation. Il est nécessaire d’examiner l’influence de ces forces sur la collision bulle-
particules. En générale, les forces de surface à considérer sont :
1. Force électrostatique FR :
FR(h) = ǫǫ0κ
2πrbrp
rb + rp
2ζpζbexp(κh) + ζ
2
p + ζ
2
b
exp(2κh)− 1 (3.4)
les charges électriques statiques de la surface se caractérisent par le potentiel zêta de la
particule et les propriétés du liquide.
2. Force de Van der Waals FA :
FA(h) =
A
6

− 4πrbrprpb[r2pb − (rp + rb)2]2
− 4πrbrprpb[
r2pb − (rp − rb)2
]2 + 8πrbrprpb[
r2pb − (rp + rb)2
] [
r2pb − (rp + rb)2
]2


(3.5)
où rpb est la distance entre le centre de la bulle et celui de la particule rpb = rb + rp + h.
A est la constante de Hamaker (1937).
3. Force hydrophobe FH :
FH =
rprb
rp + rb
[C1exp(−h/λ1) + C2exp(−h/λ2)] (3.6)
Les coefficients C1, C2 et λ1 et λ2 ne peuvent s’obtenir que par des mesures à l’aide d’un
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appareil AFM (atomic force microscope) (Craig et al., 1999).
3.1.3 Calcul de l’efficacité de collision
Nous rappellons que pour une particule de rayon rp, la collision avec une bulle intervient
à chaque fois que la trajectoire de la particule approche la surface de la bulle à une distance
inférieure à rp (Fig. 3.3).
−Ub
rb
Ψc
er
eθ
θc
θcap
dp = 2rp
rb
rc
Figure 3.3 – Collision bulle-particule
Pour une suspension dont la concentration en particules est uniforme, l’efficacité de collision
Ecoll est définie comme le rapport entre le débit de particules entrant en collision avec la bulle
Qcoll et le débit de particules Q∞ passant à travers la surface projetée de la bulle πr2b :
Ecoll(rp/rb, Reb) = Qcoll/Q∞ (3.7)
Qcoll est obtenue par la recherche de la trajectoire critique qui sépare les trajectoires des parti-
cules qui entrent de celles qui n’entrent pas en collision avec la bulle. Par conséquent, seules les
particules se trouvant dans le cylindre de révolution formé par cette trajectoire critique entrent
en contact avec la surface de la bulle. L’équation 3.7 s’écrit alors :
Ecoll(rp/rb, Reb) = (rc/rb)
2 (3.8)
où rc est le rayon loin de la bulle du tube formé par la trajectoire critique. Le point d’effleure-
ment détermine l’angle de collision θc. Au dela de cet angle, aucune collision n’est possible. La
surface de collision est définie par 0 ≤ θ ≤ θc.
Pour chaque taille de particule rp, la trajectoire critique est contrôlée par le nombre de
Stokes Stp, la vitesse de sédimentation us et l’écoulement autour de la bulle. Ce dernier dépend
du niveau de contamination à l’interface θcap et du nombre de Reynolds de la bulle Reb. Ainsi,
pour chaque combinaison (θcap, Reb, Stp, rp/rb, us), nous obtenons l’efficacité de collision Ecoll
et l’angle de collision θc. Dans cette étude, toutes les trajectoires des particules sont calculées
de manière lagrangienne.
3.2 Validation et tests
De nombreuses validations et études ont été réalisées avec JADIM concernant la simulation
numérique directe (DNS) de l’hydrodynamique d’une bulle sphérique en écoulement uniforme
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Figure 3.4 – Comparaison des coefficients de traînée à Reb = 100.  : Cuenot et al. (1997),
△ : Takemura & Yabe (1999) et ◦ : cette étude.
mais aussi dans des situations plus complexes que celle considérée ici : bulle sphérique ou ellipsoï-
dale en écoulements cisaillé, de rotation et turbulents, interaction entre bulles, etc... Cependant,
nous avons effectué quelques tests supplémentaires concernant notamment la condition à l’in-
terface traduisant la contamination partielle. Nous avons également testé la sensibilité du calcul
de la trajectoire au pas de temps.
3.2.1 Hydrodynamique d’une bulle partiellement contaminée
La validation des champs de vitesse autour d’une bulle est une étape nécessaire avant de
lancer le suivi lagrangien. La validation est effectuée en comparant nos résultats numériques sur
le coefficient de traînée avec ceux de Cuenot et al. (1997) et de Takemura & Yabe (1999). Dans
l’étude de Cuenot et al. (1997) l’équation du transport des tensio-actifs est résolue à l’interface.
Dans l’étude de Takemura & Yabe (1999), l’adsorption des tensio-actifs à l’interface de la bulle
est modélisée en utilissant le modèle de la capsule stagnante. La comparaision des coefficients
de traînée est présentée sur la figure 3.4 pour Reb = 100 et 0◦ ≤ θcap ≤ 180◦. Un bon accord est
obtenu.
La figure 3.5 présente le coefficient de traînée C∗d = (Cd − Cmd )/(Cimd − Cmd ) en fonction de
l’angle de contamination θcap pour différents nombres de Reynolds Reb (Reb = 1, 10 et 100).
Lorsque θcap ≤ 40◦, le coefficient de traînée reste constant et égal au coefficient de traînée d’une
bulle complètement contaminée quel que soit le nombre de Reynolds compris entre 1 et 100. Ceci
implique que le coefficient de traînée est essentiellement fixé par la partie immobile de la bulle.
A partir de θcap = 60◦ le coefficient de traînée converge vers le coefficient de traînée d’une bulle
complètement contaminée. L’évolution du C∗d est globalement similaire quel que soit le nombre
de Reynolds compris entre 1 et 100. L’évolution du coefficient de traînée peut être décrite en
première approximation par l’expression analytique (2.11) de Sadhal & Johnson (1983) établie
en écoulement de Stokes (Reb → 0), comme le montre Dani (2007) :
C∗d(θcap) =
1
2π
{
2(π − θcap) + sin θcap + sin 2θcap − 1
3
sin 3θcap
}
Le coefficient de traînée pour les deux cas limites Cmd pour la bulle propre (θcap = 180
◦) et Cimd
pour la bulle complètement contaminée (θcap = 0◦) peuvent être respectivement calculés à partir
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de la relation de (Mei et al., 1994) (cf. Tab.2.1) et de (Schiller & Nauman, 1935) (cf. Tab.2.2).
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Figure 3.5 – Coefficient de traînée normalisé C∗d en fonction de l’angle de contamination θcap
pour différents nombres de Reynolds. ◦ : Reb = 1, ∗ : Reb = 10,  : Reb = 100, — relation de
Sadhal & Johnson (1983).
Par défaut, le pas de temps maximal que peut choisir le code pour le calcul de la trajectoire
est tel que le parcours de la particule entre 2 pas de temps est inférieur à la taille de la maille où
se trouve la particule. Il est en pratique possible d’imposer un pas de temps inférieur à ce pas de
temps maximal. Le tableau 3.1 présente l’influence du pas de temps ∆t sur l’efficacité de collision
Ecoll pour un cas particulier : une bulle propre à Reb = 100 et une particule rp/rb = 0.01 qui
suit parfaitement la ligne de courant ρp/ρf = 1.
pas de temps rayon critique angle de collision efficacité de collision
∆t rc θc Ecoll
0.010 0.15547 85.09 0.024171
0.005 0.15420 84.19 0.023778
0.001 0.15398 83.97 0.023710
Table 3.1 – Comparaison des Ecoll et θc pour les différents de pas de temps (rp/rb = 0.01,
Reb = 100, ρp/ρf = 1)
Lorsque le pas de temps est successivement diminué de ∆t = 0.01 à ∆t = 0.005 puis à
∆t = 0.001, nous pouvons constater que les résultats convergent car les écarts relatifs passent
de 2% à 0.2% pour l’angle de collision θc et l’efficacité de collision Ecoll. Dans la suite de l’étude,
nous avons choisi d’imposer ∆t = 0.001.
3.2.2 Calcul de l’efficacité de collision
L’objectif de ce test est de valider la méthode de suivi lagragien pour déterminer l’efficacité de
collision. Pour cela, nous avons d’abord imposé que la masse volumique de la particule est égale à
celle du liquide (ρp/ρf = 1). La particule se comporte alors comme le fluide et sa trajectoire suit
parfaitement une ligne de courant. Dans ces conditions, l’efficacité de collision est celle obtenue
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à partir du calcul des lignes de courant (Sarrot, 2006). Les efficacités sont présentées sur les
figures 3.6 et 3.7 pour 3 différents nombres de Reynolds Reb = 1, 10, 100 et θcap = 0◦ et 180◦.
Rappelons que l’efficacité de collision par interception est déterminée à partir de la fonction de
courant :
Eicoll =
4ψcoll
r2bub
(3.9)
Le calcul de la fonction de courant ψ est réalisé par intégration de la vitesse suivant la direction
curviligne perpendiculaire à la ligne de courant de référence (la surface de la bulle) où ψref = 0 :
ψ − ψref =
∫ η
0
2πηuξdη (3.10)
où (ξ, η) est le système de coordonnées curvilignes orthogonales associé au maillage (ici polaire)
et uξ est la composante de la vitesse suivant la direction ξ. On constate que les résultats obtenus
en résolvant l’équation de la trajectoire et ceux obtenus par le calcul de la fonction de courant
sont en très bon accord. Les écarts rélatifs entre ces deux méthodes sont respectivement de
1.67 %, 1.26 % et 1.23 % pour Reb = 1, 10, 100.
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Figure 3.6 – Efficacité de collision Ecoll en fonction de rp/rb pour une bulle propre. Cette étude
(calcul de trajectoire) : Reb = 100, • Reb = 10, NReb = 1 ; Sarrot (2006) (fonction de courant) :
 Reb = 100, ◦ Reb = 10, △ Reb = 1.
3.2.3 Forces en présence dans l’équation de la trajectoire
L’objectif de cette partie est d’analyser l’intensité relative des différents effets contrôlant le
mouvement d’une particule.
3.2.3.1 Forces hydrodynamiques
Nous avons calculé à chaque pas de temps les forces hydrodynamiques exercées sur une par-
ticule (rp/rb = 0.01 et ρp/ρf = 2) le long de sa trajectoire critique. Sur la figure 3.8, ces forces
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Figure 3.7 – Efficacité de collision Ecoll en fonction de rp/rb pour une bulle complètement
contaminée. Cette étude (calcul de trajectoire) : Reb = 100, • Reb = 10, NReb = 1 ; Sarrot
(2006) (fonction de courant) :  Reb = 100, ◦ Reb = 10, △ Reb = 1.
selon les directions θ (à gauche) et selon la direction r (à droite) sont tracées en fonction de
la position de la particule au voisinage d’une bulle propre. Les forces sont adimensionées par
U2b r
2
bρf . La surface de la bulle se trouve entre x = −1 et x = 1 avec x = h/rb. La force de
flottabilité n’est pas représentée, puisque cette force ne dépend que des propriétés physiques, et
qu’elle ne change pas au cours du temps. Nous pouvons constater qu’en amont de la bulle, les
forces exercées sur la particule augmentent rapidement dû à la courbure de la ligne de courant.
Fθ est symétrique entre l’amont et l’aval mais avec des directions opposées et Fr obtient sa
valeur maximale à l’équateur de la bulle. La force de traînée et la force de masse ajoutée sont
de l’ordre de O(10−6), 10 fois et 100 fois plus grandes que la force de portance et de la force
d’histoire qui sont respectivement de l’ordre de O(10−7) et O(10−8).
La figure 3.9 présente les forces exercées sur une particule passant à côté d’une bulle com-
plètement contaminée. L’interface étant immobiisée, la vitesse tangentielle du fluide s’annule à
l’interface et Fθ est beaucoup plus faible que pour une bulle contaminée et de l’ordre de O(10−7).
Par contre, Fr reste importante, et son maximum est localisé en aval de l’équateur pour une
bulle propre. La force de traînée et la force de masse ajoutée sont de deux ordres de grandeur
plus grandes que la force de portance et la force d’histoire. Nous pouvons constater pour les
deux cas que la force de portance et la force d’histoire peuvent être negligées dans l’équation de
la trajectoire car elles ont un effet secondaire par rapport aux autres forces. Ceci a également
été montré par les simulations numériques de Nguyen (2003).
3.2.3.2 Forces interfaciales
Sur la figure 3.10, les forces de surface sont calculées pour l’interaction entre une bulle de
db = 1 mm et une particule de dp = 0.01 mm. FR et FA sont calculées, respectivement, par
l’équation (3.4) et l’équation (3.5) en utilisant les données expérimentales de Yordan & Yoon
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Figure 3.8 – Forces hydrodynamiques exercées sur une particule passant à côté d’une bulle propre à Reb = 100 (ρp/ρf = 2.0, rp/rb=0.01). ∗ : force
de traînée, ◦ : force de masse ajouté, + : force de portance,  : force d’histoire.
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Figure 3.9 – Forces hydrodynamiques exercées sur une particule passant à côté d’une bulle complètement contaminée à Reb = 100 (ρp/ρf = 2.0,
rp/rb=0.01). ∗ : force de traînée, ◦ : force de masse ajouté, + : force de portance,  : force d’histoire.
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(1989) : ζ = −20 mV et A = −3.12× 10−21. FH est obtenue d’après l’équation (3.6) en prenant
les données de Nguyen et al. (2006a) (C1 = −7 mV/N , C2 = −6 mV/N , λ1 = 6 nm and
λ2 = 20 nm).
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Figure 3.10 – Forces interfaciales entre une bulle propre de db = 1 mm et une particule de
diamètre dp = 0.01 mm. −− : force électrostatiques, · · · : force de Van der Waals, − · − : force
hydrophobe, — : force totale.
Nous constatons que la force de Van der Waals est très faible par rapport aux autres et
qu’elle n’apparait pas sur la figure. Son l’ordre de grandeur reste inférieur à 10−15. Comme la
bulle et la particule portent des charges négatives, l’interaction électrostatique est répulsive. Les
deux inclusions ne peuvent s’approcher que par la force hydrophobe. Cependant, l’interaction
attractive n’aura lieu que si la distance de séparation est inférieure à environ 110 nm.
Sur les figures 3.11 et 3.12, les forces interfaciales sont comparées avec les forces hydrody-
namiques pour Reb = 100 et Reb = 300, ce qui correspond à des bulles de taille db = 0.6 mm
et db = 1 mm, respectivement dans un système eau/air. Le rapport de taille particule-bulle est
rp/rb = 0.01. Les forces sont adimensionnées par U2bR
2
bρf . Nous constatons que pour Reb = 300,
la force électrostatique intervient dans l’interaction bulle-particule pour une distance bulle-
surface h < 0.001rb, alors que la force hydrophobe ne montre son effet que pour de h < 0.0003rb.
Ceci se traduit par un changement de signe des forces de trainée et d’histoire à h ≈ 0.00025rb.
Cette distance correspond à 125 nm. Pour Reb = 100, la même évolution est constatée, la force
électrostatique a un effet pour h < 0.0015rb et la force hydrophobe pour h < 0.00045rb. La force
de trainée et la force d’histoire changent de signe à h ≈ 0.0004rb, correspondant à 120 nm. Ceci
montre que les forces hydrodynamiques dominent la collision entre la bulle et la particule jusqu’à
une distance de séparation de l’ordre 100 nm, pourrait être choisie comme critère de collision.
Toutefois, nous n’avons pas intégré ce critère dans les simulations présentées dans le chapitre
suivant. En effet, l’évaluation des forces interfaciales présentes ici a été faite avec des données
physco-chimiques pour un système particulier. Pour un autre système, cette distance critique
serait certainement différente. Nous avons donc utilisé un critère plus universel : il y a collision
quand la distance entre le centre de la bulle et le centre de la particule est telle que r < rp + rb.
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Figure 3.11 – Comparaison des forces exerçées sur une particule s’approchant d’une bulle propre
(Reb = 300 et rp/rb = 0.01).  : force de flottabilité, ◦ : force de traînée, △ : force de masse
ajoutée, × : force de portance, + : force d’histoire, ∗ : force électrostatique, ▽ : force de Van der
Waals, ♦ : force hydrophobe.
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Figure 3.12 – Comparaison des forces exerçées sur une particule s’approchant d’une bulle propre
(Reb = 100 et rp/rb = 0.01).  : force de flottabilité, ◦ : force de traînée, △ : force de masse
ajoutée, × : force de portance, + : force d’histoire, ∗ : force électrostatique, ▽ : force de Van der
Waals, ♦ : force hydrophobe.
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Sur la figure 3.13, nous avons également tracé l’évolution du nombre de Reynolds d’une
particule en mouvement contournant une bulle propre (Reb = 100). La surface de la bulle se
trouve entre x = −1 et x = 1. On peut constater que la vitesse de la particule augmente lorsque
la particule approche de l’équateur de la bulle, où la vitesse tangentielle du fluide atteint son
maximum. Par conséquent, Rep augmente aussi. Cependant, Reb reste très faible O(10−7). Ceci
montre que le mouvement de la particule est bien en régime de Stokes.
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Figure 3.13 – Evolution du nombre de Reynolds Rep de la particule
3.2.4 Correction de traînée
Quand les particules s’approchent de l’interface, le mouvement de la particule est influencé
par l’interaction avec l’interface (effet miroir). Si on considère deux sphères de rayon a centrée
en x1 et x2 en mouvement de translation sans rotation avec une vitesse V 1 et V 2 dans un
champ de vitesse uniforme U , la force agissant sur la particule 1 s’écrit (Kim & Karilla, 1991),
en écoulement Stokes (Reb ≪ 1)
F =6πµa(Uf − U1p )
[
f
‖d
1
(a
l
)
dd+ f⊥d1
(a
l
)
(E − dd)
]
+ 6πµa(Uf − U2p )
[
f
‖d
2
(a
l
)
dd+ f⊥d2
(a
l
)
(E − dd)
] (3.11)
où dd = (x2 − x1)/ |x2 − x1| représente le vecteur unitaire et l est la distance de séparation
entre les particules. Les fonctions f‖d1 et f
‖d
2 contiennent l’effet du mouvement le long de la ligne
passant par les centres des particules, alors que les fontions f⊥d1 et f
⊥d
2 nous informent sur l’effet
perpendiculaire à la ligne entre les centres des particules. Plusieurs méthodes pour résoudre
les équations relatives à l’écoulement de Stokes autour de deux sphères ont été développées.
Nous nous sommes référé aux travaux de Happel & Brenner (1965) et Kim & Karilla (1991)
pour la solution analytique des interactions entre deux particules rigides. La convergence de la
solution donnée par la méthode de réflexion n’est pas satisfaisante et les solutions exactes sont
en pratique difficiles à obtenir. Happel & Brenner (1965) ont proposé une façon intéressante
d’approcher les termes d’ordre élevés à partir du développement de la solution obtenue par les
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réflexions successives. Ils considèrent que les termes d’ordre élevé en a/l peuvent être représentés
par une suite géométrique avec des coefficients constants. Pour deux sphères en mouvement de
translation dans une direction perpendiculaire à la ligne de centres des particules, ils ont proposé :
f⊥d1 +f
⊥d
2 = 1−
3
4
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l
)
+
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16
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)2
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64
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(3.12)
Pour deux sphères en mouvement de tandem (l’une derrière l’autre), la correction s’écrit :
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La comparaison entre la solution analytique et la solution exacte est très satisfaisante, nous
avons alors utilisée ce resultat de Happel & Brenner (1965) pour approximer les termes en a/l
pour les fonctions f⊥d1 , f
⊥d
2 , f
‖d
1 et f
‖d
2 :
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Quand une particule est transportée à proximité d’une interface dont le rayon de courbure
est beaucoup plus grand que le rayon de la particule, l’interface est vue par la particule comme
étant plane comme l’illustre la figure 3.14.
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Figure 3.14 – Schéma d’une particule approchant une interface plane
Si le mouvement de la particule est parallèle au plan de symétrie (l’interface), on a U1p =
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U2p = Up et dd = 0. L’équation 3.11 est simplifiée à
F = 6πµa(Uf − Up)
(
f⊥d1 + f
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2
)
(3.18)
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Si le mouvement de particule est perpendiculaire au plan de symétrique, on a U1p = −U2p = Up
et dd = 1, l’équation 3.11 se simplie à
F = 6πµa(Uf − Up)
(
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)
(3.20)
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Cette correction de la force de traînée est intégrée dans le code de calcul pour prendre en
compte l’interaction hydrodynamique entre la particule et la paroi. Les facteurs de correction f⊥d
et f‖d pour les mouvements perpendiculaire et parallèle à l’interface sont présentés sur la figure
3.15 en fonction de la distance h séparant la particule et l’interface . Lorsque la particule approche
de la bulle h/rp = 0.01, le facteur f⊥d diminue à 0.7. Le facteur f‖d augmente jusqu’à 4.5. Le
mouvement parallèle proche de l’interface peut ainsi entraîner une augmentation importante de
la traînée.
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Figure 3.15 – Evolution de la correction de traînée d’une particule approchant la surface d’une
bulle. ◦ : f⊥d et ∗ : f‖d.
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Nous avons alors testé cet effet de la modification de la traînée sur l’efficacité de collision.
Les résultats sont donnés dans le tableau 3.2. Le rayon critique et l’efficacité de collision entre
une bulle propre et complètement contaminée ou une sphère solide de taille rp = 0.01rb sont
calculés. L’indice ∗ représente le cas avec la correction de traînée. On constate que pour une
bulle complètement contaminée (θcap = 0◦), la correction de traînée ne change pas l’efficacité de
collision pour tous les Reb. Par contre, pour une bulle propre (θcap = 180◦), Ecapt diminue légè-
rement (2.66−4.70 %). Cette différence de comportement est due à l’écoulement plus important
à proximité d’une interface propre que d’une interface contaminée.
θcap = 180
◦ θcap = 0
◦
Reb = 1 Reb = 10 Reb = 100 Reb = 1 Reb = 10 Reb = 100
rc 0.10368 0.11987 0.15125 0.01303 0.01702 0.02794
r∗c 0.10132 0.11748 0.14928 0.01302 0.01699 0.02790
écart 2.32 % 2.04 % 1.31 % 0.10 % 0.19 % 0.16 %
Ecoll 0.01075 0.01437 0.02288 0.000170 0.000290 0.000781
E∗coll 0.01027 0.01380 0.02229 0.000169 0.000289 0.000778
écart 4.70 % 4.12 % 2.66 % 0.20 % 0.38 % 0.31 %
Table 3.2 – Effet de la correction de la traînée sur le calcul de l’efficacité de collision
3.3 Gamme d’étude des paramètres hydrodynamiques
Pour parcourir au mieux le domaine des paramètres, les simulations numériques directes ont
été réalisés autour des bulles dont le nombre de Reynolds Reb est entre 1 et 100. Le niveau
de contamination θcap varie depuis la bulle complètement contaminée (θcap = 0◦) à la bulle
parfaitement propre (θcap = 180◦). Les efficacités de collision ont été calculées pour 5 valeurs de
rp/rb variant de 0.001 à 0.02. Lorsque la force de portance et la force d’histoire sont négligées,
l’équation de la trajectoire adimensionnelle devient :
Stp
dv
dτ
− Stp
(
3
2ρˆ+ 1
)
Du
Dτ
= us + (u− v)
Cette équation nous donne deux paramètres importants : le nombre de Stokes Stp et la vitesse
adimensionnelle de sédimentation us qui réprésentent l’effet d’inertie et l’effet gravitaire de la
particule, respectivement. Afin de déterminer la gamme de Stp et us pertinante, nous avons
calculé us = f(Stp) pour différents domaines d’application avec db = 0.2 − 1.0 mm et dp =
1− 100 µm. La relation entre us et Stp est presque linéaire. Pour que les résultats numériques
puissent être comparés avec les résultats expérimentaux des chapitre 5 et 6 (db = 0.25−1.3 mm,
dp = 5− 56µm et ρp/ρf ≈ 2.4), nous avons choisi pour la suite :
1 ≤ Reb ≤ 100
0.001 ≤ Stp ≤ 1
0.001 ≤ rp/rb ≤ 0.02
0◦ ≤ θcap ≤ 180◦
0.001 ≤ us ≤ 1
Table 3.3 – Paramètres physiques des simulations
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3.4 Conclusion
Les caractéristiques de l’outil numérique ont été présentées dans ce chapitre. Quelques tests
supplémentaires ont été realisés concernant la partie lagrangienne du code, sachant que le code
JADIM a été validé à maintes reprises concernant l’écoulement autour d’une bulle. L’analyse
des ordres de grandeur des forces exercées sur la particule montre que les forces interfaciales
n’interviennent dans l’interaction bulle-particule que si la distance de séparation est inférieure
à quelques centaines de nanomètres, ce qui est de l’ordre de grandeur du film liquide entre la
bulle et la particule. Parmi les forces hydrodynamiques, la force de portance et la force d’histoire
peuvent être négligées, car elles sont de deux ordres de grandeur inférieures aux autres forces. La
méthode de calcul de l’efficacité de collision par suivi de trajectoire a été validée en comparant
les résultats numériques avec les résultats de Sarrot (2006), où elle était déterminée à partir
de la fonction de courant. La comparaison montre un très bon accord. Le code est donc jugé
apte à l’étude numérique des effets de l’inertie et de la gravité sur la collision bulle-particule, en
présence de la contamination de la surface des bulles . Les résultats de cette étude sont présentés
dans le chapitre suivant.
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Ce chapitre présente l’étude numérique de l’efficacité de collision en fonction de l’inertie et
du degré de contamination de la surface. Il est redigé en anglais, car il constitue la base d’un
article qui sera soumis à l’issue de la thèse. L’introduction, ainsi que la partie présentation de
l’outil de simulation JADIM, ont été aussi reprises en anglais pour faciliter la compréhension de
Peter D.M. Spelt, membre non francophone du Jury. Le lecteur ayant lu les chapitre 1, 2 et 3,
peut directement commencer à la section 4.3. Les effets de l’inertie et de la gravité sont présentés
dans un premier temps pour une bulle propre ou complètement contaminée (section 4.3.1). L’ef-
fet supplémentaire d’une contamination partielle de l’interface est ensuite analysé (section 4.3.2).
Selon Schulze (1989), les mécanismes de collision particule-bulle incluent généralement l’in-
terception, la sédimentation gravitaire, la collision inertielle, la diffusion brownienne, la diffusion
turbulente et les effets collectifs (nuages de particules). La collision peut être dominée par un
ou plusieurs effets, selon l’écoulement autour de la bulle, la masse et la densité de la particule.
Dans la plupart des études de collision particule-bulle, il est souvent supposé que la taille des
particules est très faible devant celle de la bulle. Cette hypothèse mène facilement au cas de
la collision par interception où l’inertie de la particule est négligée. La trajectoire de la parti-
cule est alors similaire à une ligne de courant liquide. Ainsi, dans ce cas, l’effet d’interception
domine l’interaction particule bulle. Le premier modèle d’interception par collision est attribué
aux travaux de Sutherland (1948) ; l’efficacité de collision était alors considérée comme une fonc-
tion du ratio de taille entre la particule et la bulle : Ecoll = 3rp/rb en écoulement potentiel
(Reb →∞). Gaudin (1957) a développé la même approche mais dans un écoulement de Stokes
(Reb → 0) et trouve Ecoll = 32(rp/rb)2. Des solutions analytiques pour un écoulement intermé-
diaire ont été plus tardivement établies par Yoon & Luttrell (1989); Heindel & Bloom (1999);
Nguyen & Kmet (1992). Grace à une approximation de l’écoulement proche de la surface de
la bulle par développement de Taylor, Weber (1981); Weber & Paddock (1983); Nguyen (1994,
1998) ont proposé avec succès une expression où l’effet de gravité sur le mouvement de la parti-
cule a été considéré. L’effet d’inertie sur l’efficacité de collision fut étudié par Flint & Howerth
(1971) analytiquement et plus tard numériquement par Dobby & Finch (1987) comme une fonc-
tion du nombre de Stokes St = 2ρpUbr2p/9µfrb pour des écoulements de Stokes, potentiel et
intermédiaire. Ces travaux montent que l’efficacité de collision est significativement impactée
par l’inertie des particules lorsque St > 1. Dukhin et al. (1995) observe un effet négatif de l’iner-
tie, générant une “force centrifuge” qui est liée à l’écoulement tangentiel du fluide à l’interface.
Néanmoins, ces calculs sont basés sur l’hypothèse d’une interface complètement contaminée.
Ralston et al. (1999a) a proposé un modèle incluant l’effet inertiel mais pas l’effet de gravité sur
les particules pour un écoulement potentiel autour de bulles propres. Plate (1989) essaya d’éva-
luer l’efficacité de collision en combinant les effets inertiel et gravitaire à l’efficacité de collision
par interception. Cependant, l’efficacité globale de collision n’est pas toujours une simple somme
de ces effets. En particulier, quand elle est contrôlée par deux ou plus de ces effets, une relation
complexe est nécessaire afin de prédire le comportement du mécanisme de collision (Schulze,
1989). Nguyen (1998) utilise les développements de Taylor afin de résoudre l’écoulement autour
de la bulle jusqu’à Reb = 500 en prenant en compte les effets d’inertie et de gravité sur la trajec-
toire des particules solides. Plus récemment, Phan et al. (2003) et Nguyen & V. (2009) résolvent
l’équation de Basset-Boussinesq-Ossen pour les particules et une bulle propre ou complètement
contaminée, en prenant en compte l’effet de la densité de la particule.
Le travail présenté ici traite de l’efficacité de collision avec une attention particulière pour les
deux situations extrêmes : bulles avec une surface propre ou complètement contaminée Cepen-
dant, une bulle en ascension dans une solution contenant des surfactants ou d’autres impuretés
voit augmenter la contamination de son interface. Selon la concentration en contaminants et sa
capacité d’adsoption, l’interface peut être totalement contaminée. La distribution des contami-
nants dépend de l’advection tangentielle et de la diffusion le long de l’interface. Quand l’advection
tangentielle domine la diffusion, les surfactants s’accumulent à l’arrière de la bulle, alors que la
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face avant de la bulle reste mobile. Grace à une solution analytique en écoulement de Stokes ob-
tenue pas Sadhal & Johnson (1983), plusieurs auteurs ont expérimentalement, numériquement
ou analytiquement étudié l’effet des surfactants sur le mouvement des bulles à faible Reynolds
(Duineveld, 1995; McLaughlin, 1996; Cuenot et al., 1997). L’étude par simulation numérique
directe de Sarrot et al. (2005) montre clairement que l’écoulement est fortement influencé par
le niveau de contamination générant un effet important sur le comportement de la probabilité
de collision : on trouve une dépendance linéaire ou quadratique de Ecoll en rp/rb selon le niveau
de contamination. A partir de ces résultats de simulations numériques, Legendre et al. (2009)
donnent une modélisation pertinente de l’effet de la contamination partielle de l’interface de
la bulle. Cependant, ces études se limitent à des particules sans inertie. Pour une bulle par-
tiellement contaminée, le comportement de la probabilité de collision est donné par le flux de
particules proche de la surface contrôlé par la vitesse tangentielle pour une interface mobile
et par le gradient de vitesse pour une interface immobile. Ainsi, quand les forces d’inertie sont
prises en compte, leurs effets peuvent être différents selon la mobilité de l’interface, la probabilité
de collision peut donc être totalement modifiée.
Cette congfiguration intermédiaire n’est pas étudiée dans la littérature. Dans ce chapitre, la
mobilité de la surface est prise en considération dans le modèle de collision en utilisant le modèle
hydrodynamique de “stagnant-cap”, dans lequel l’angle de contamination θcap est introduit afin
de caractériser le niveau de contamination. En résolvant les équations de Navier-Stokes pour
l’écoulement et l’équation complète de la trajectoire de la particule, afin d’identifier la trajectoire
critique, l’efficacité de collision est calculée. Des calculs de simulation numérique directe (DNS)
ont été réalisés pour différents Reb, Stp, us et θcap. Les résultats numériques montrent un effet
important du niveau de contamination de l’interface sur l’efficacité de collision inertielle. Selon
Reb, Stp, us et θcap, l’angle de collision peut également changer et passer de la partie mobile à
la partie immobile.
4.1 Introduction
Capturing the small particles in suspension by micro bubbles is a widely used method in
chemical industry, like water treatment, paper recycling, mineral concentration and liquid metal
purification. The mechanism of particle bubble interaction during heterocoagulation control flo-
tation efficiency and combines the dynamics of collision with the thermodynamics of interfacial
forces linking the bubble and particles forming an aggregate. An overall capture efficiency is
usually defined as the ratio between the number of particles captured by a bubble and the num-
ber of particles in the volume swept out by the bubble. This heterocoagulation capture efficiency
is generally considered as the product of the contributions of three successive steps (Schulze,
1989; Ralston et al., 2002) : collision, attachment and particle-bubble aggregate stability. Expe-
rimentally, it is not easy to evaluate each contribution, because these three sub-processes are
not completely discrete, only the total probability is accessible. However, the governing forces
for each step are independent, they can be treated separately to simplify the modelling of each
process. So, in this section, only the collision step will be discussed.
According to Schulze (1989), particule-bubble collision mechanisms generally includes inter-
ception, gravitational sedimentation, inertial collision, brownian diffusion, turbulent diffusion
and cloud effect. Collision may be dominated by one or several mechanisms, depending on the
liquid flow around bubble, particle’s weight and density. In most particle-bubble collision stu-
dies, it is often suppossed that the particle size is very small compared to the bubble size. This
assumption leads easily to the case of interception collision where particles’ inertia is neglected,
so the particles trajectory can be simplified to be assimilated to the liquid streamlines. And the
interceptional effect dominates the particle bubble interaction. The first interception collision
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model can be dated to Sutherland (1948), collision efficiency was supposed to be a function
of the particle bubble size ratio Ecoll = 3rp/rb for potential flow (Reb → ∞). Gaudin (1957)
developed the same approach but in Stokes flow (Reb) and found Ecoll = 32(rp/rb)
2. Analytical
solutions for intermediate flow were lately given by Yoon & Luttrell (1989); Heindel & Bloom
(1999); Nguyen & Kmet (1992). Thanks to an approximation of the flow fields near bubble sur-
face by Taylor expansion, Weber (1981); Weber & Paddock (1983); Nguyen (1994, 1998) have
successivelly proposed their efficiency expression, where the effect of gravity for particles motion
has been considered. Inertial effect on particle-bubble collision efficiency was examinated by
Flint & Howerth (1971) analytically and later by Dobby & Finch (1987) numerically as a func-
tion of particles Stokes number St = 2ρpUbr2p/9µfrb for Stokes, potential and intermediate flows
respectively. The collision efficiency was shown to be significantly increased by particles inertia
when St > 1. Dukhin et al. (1995) revealed the negative inertial effect, shown as a “centrifugal
force” on collision efficiency, which is related to the tangential component of flow rate at the
interface. Nevertheless, these calculations were based on the assumption of completely conta-
minated interface. Ralston et al. (1999b) proposed a model involving inertial but not gravity
effects on particles for potential flow around clean bubbles. Plate (1989) tried to evaluate the
overall collision efficiency by combining the inertial, gravitational and interceptional collision
efficiencies. However, the overall collision efficiency is not always a simple summation of these
effects. In particular, when the collision efficiency is controlled by two or more effects, a complex
relationship is needed to predict the behavior of the collision process (Schulze, 1989). Nguyen
(1998) used Taylor expansion to solve liquid flow around bubble up to Reb = 500 and accounting
for inertial and gravity effects on the trajectories of solid particles. More recently, in Phan et al.
(2003) and Nguyen & V. (2009), the Basset-Boussinesq-Oseen equation for particles is solved
for clean and fully contaminated bubble by taking into consideration the effect of particle density.
The work presented here deals with the collision efficiency with major attention having
been paid to two extreme situations : bubbles with clean surface or fully retarded bubbles.
However, a bubble rising in a solution containing surfactant or other impurities accumulates the
contaminants on its surface. Depending on the contaminant concentration and the adsorption
capacity, the interface can be totally or partially contaminated. The distribution of contaminant
depends on the tangential advection and diffusion along the interface. When the tangential
advection dominates the diffusion, surfactants accumulate at the rear part of the bubble, while
the forward surface of bubbles is still mobile. Thanks to the analytical solution in Stokes flow
obtained by Sadhal & Johnson (1983), many authors have experimentally, computationally or
analytically studied the effects of surfactant on bubbles motion for low to moderate Reynolds
numbers (Bel Fdhila & Duineveld, 1996; McLaughlin, 1996; Cuenot et al., 1997). The study by
direct numerical simulation of Sarrot et al. (2005) clearly showed that the flow field around a
bubble is strongly influenced by the level of contamination resulting in a significant effect on
the behavior of the probability of collision : a linear or quadratic dependency of Ecoll in rp/rb is
found depending on the interface contamination level. Based on direct numerical simulations and
hydrodynamical arguments, Legendre et al. (2009) give a pertinent modeling of the effect of the
partial contamination of the bubble interface. However, these studies are limited to the inertial
free particles. For a partially contaminated bubble, probability behaviors are given by the flux
of particles near the surface which is controlled by the tangential velocity for mobile interfaces
and by the velocity gradient for immobile interfaces. So, when inertial forces are considered,
their effect may be different from the mobile to the immobile interface, the collision probability
behavior as result maybe also changed. In this paper, we focus on the collision aspect between
a spherical bubble and inertial particles in suspension, with the emphasis on the effects of the
inertial force and the gravitational sedimentation on the collision probability for different bubble
surface contamination levels.
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4.2 Numerical methodology
4.2.1 Statement of problem
The study of Moruzzi (2007) showed that in the contact zone of DAF (Dissolved air flotation),
the distance between bubbles is about ten to twenty times bubble diameter, so the problem may
be simplified to a spherical bubble of radius rb rising straightly at a steady velocity U in a
quiescent liquid and small spherical particles moving slowly with a velocity V in count-current
to the bubble in a liquid at rest and of infinite extent, as it is schematically shown in Fig.4.1.
The Bubble can be considered as a non-deformable sphere and its trajectory keeps rectilinear,
as the air bubble diameter doesn’t exceed 0.9 mm in water Duineveld (1995).
−Ub
rb
Ψc
er
eθ
θc
θcap
dp = 2rp
rb
rc
Figure 4.1 – Schematic view of Particle-bubble collision
4.2.2 Governing Equations
The fluid is Newtonian and its local velocity and pressure are denoted by U and P , respec-
tively. The incompressible flow is governed by the Navier-Stokes equations :
∇U = 0, ρ
(
DU
Dt
+ U∇U
)
= ∇ (−PI + τ) (4.1)
with ρf and µf denoting the density and the viscosity of the fluid, respectively. This problem
can be characterized by Reynolds numbers defined as Rep = 2rpρf |Uf − Up|/µf for solid par-
ticles and Reb = 2rbρfUb/µf for the bubble. If we consider a bubble rising in a suspension of
particles, the ratio between the particle settling velocity Us and the rising bubble velocity Ub
scales as Us/Ub ∼ (rp/rb)2, so that in the limit rp/rb → 0, the velocity perturbation imposed to
the sedimentation of each particle is small compared to the velocity field imposed by the rising
bubble. Bloom & Heindel (1997a) show that under the condition rp/rb < 0.05, bubble’s motion
is not affected by the presence of particles.
A particle moving in a fluid experiences several forces : gravity force, buoyancy force, drag
force, added inertial mass force, stress gradient force, shear lift force and Basset-Boussinesq
history force. So the full particle trajectory equation (Maxey and Riley, 1983) can be described
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as below :
ρp
4πr3p
3
d~V
dt
= ρp
4πr3p
3
~g − ρf
4πr3p
3
~g + Cdρf
πr2p
2
|~U − ~V |(~U − ~V )
+ Cmρf
4πr3p
3

D~U
Dt
∣∣∣∣∣
p
− d
~V
dt

+ ρf 4πr3p
3
D~U
Dt
∣∣∣∣∣
p
+ Clρf
4πr3p
3
(~U − ~V )× Ω+ 6πµrp
∫ t
0
K(t− s)
[
∂(~U − ~V )
∂s
]
ds
(4.2)
where Cd, Cm et Cl are respectively the drag force, the added mass force and the lift force
coefficients, K is the kernel of the Basset history force. In this expression, d/dt and D/Dt denote
the time derivatives taken along the particle path and the continuous phase path, subscript “ |p ”
denotes continuous-phase conditions evaluated at the particle location in the absence of the
particle. However, the lift force and the history force are usually neglected, because they are
expected to be of a secondary-order effect comparing with other forces (Nguyen, 2003), which
was confirmed by our numerical simulations. The simplified dimensionless form of Eq. 4.2 is
written as :
Stp
dv
dτ
− Stp
(
3
2ρˆ+ 1
)
Du
Dτ
= (u− v) + us (4.3)
with τ = Ubt/rb, ρˆ = ρp/ρf , u = U/Ub, v = V/Vb and us = Us/Ub. Us is the terminal velocity of
the particle settling in a quiscent fluid :
Us =
2(ρf − ρp)r2pg
9µ
(4.4)
In Eq.4.3, the first term on the left hand side characterises the particle’s inertia, while the second
the inertial force of the liquid flow. The Stokes number is defined as the particle’s relaxation
time τp to the characteristic time of the disturbed flow τb = 2rb/ub. For Stokes flow, the drag
coefficient is Cd = 24/Reb that yields :
τp =
2
9
(ρp + Cmρf )
r2p
µfrb
(4.5)
Stp =
2
9
(ρp + Cmρf )
r2pUb
µfrb
(4.6)
For fine particles (rp → 0), Stp → 0, we have the both two terms in the left side equal to
zero. And if the particles density is close to that of the liquid, we have Us → 0. As result,
particle follows totally the liquid streamlines V = U . This is the general assumption used for
inertial free particle bubble collision. For bubbles and particles that are of interest in flotation
(0.1 < db < 1 mm and dp = 1 ∼ 100 µm), Us and Stp roughly remain between 10−4 and 1,
especailly in water treatment and mineral recovery. So, in this work, the direct numerical simu-
lation are realized for 1 < Reb < 100, 0◦ < θcap < 180◦, 10−4 < Stp < 1 and 10−3 < us < 10−1.
It is now well known that not only the surface of fresh bubble is mobile, but the forward sur-
face of aged bubbles where bubble-particle capture takes place can also be mobile (Dukhin et al.,
1995; Sam et al., 1996). Surfactant adsorbed at the bubble interface or captured particles mi-
grate along the interface to the rear stagnation point, because of liquid motion. In the stagnant
cap model (Sadhal & Johnson, 1983), the resulting bubble surface contamination is characte-
rized via the angle θcap limiting contaminated and clean areas (Fig. 4.1) : the forward part of
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bubble surface (θ > θcap), free of contaminants, can move with the liquid (mobile surface) ; while
the backward bubble surface (θ < θcap), covered by the contaminants, behaves as “Stagnant cap”
(immobile surface). The Stagnant Cap Model has been used for creeping flow (Sadhal & Johnson,
1983) and for intermediate Reynolds number (Bel Fdhila & Duineveld, 1996; McLaughlin, 1996).
Cuenot et al. (1997) have by solving directly the interface conentraion equation that the stagnant
Cap model is pertinant for high interface Peclet number. This work is limited to axis-symmetrical
flows around the bubbles. For solid spheres (fully contaminated bubbles), the wake presents a
steady axis-symmetric vortex for Reb < 20, loses its axi-sysmmetry at Reb = 210 where two
vortex filaments appears. For a clean spherical bubble no vortex appears and the wake is steady
and axi-symmetric even at large Reynolds number. Indeed path instability and vortex shedding
behind a spherical bulle is due to the contamination of bubble surface.
4.2.3 Computational method
Numerical computation reported below were realized by solving the Navier-Stokes and par-
ticle trajectory equations for incompressible liquid with the JADIM code, which was described
in previous papers (Magnaudet et al., 1995; Calmet & Magnaudet, 1997; Cuenot et al., 1997;
Climent & Magnaudet, 1997; Legendre & Magnaudet, 1998).
Note that in this study we only consider axi-symmetrical simulations. The computational
domain attached to the bubble is a polar domain (r, θ). The size of the computational domain is
chosen as L∞ = 80rb to avoid the confinement of the boundary which is known to have strong
effect at low Reynolds number (Magnaudet et al., 1995; Legendre & Magnaudet, 1998). The size
of the first cell δ above the bubble surface has been set to δ/rb = 0.0005 according to numerical
tests. In the radial direction, a geometrial progression of nodes ensuring that the length ratio
between two successive cells is less than 1.1. A constant spacing is used in θ- direction. Finally,
the grid is made of 90× 70 (Nθ ×Nr) nodes.
Different boundary conditions are imposed on the computational domain. A sysmmetry
condition is imposed on the z-axis. On the outer boundary, the inflow velocity −Ub is imposed
upstream (0◦ < θ < 90◦) and a parabolic approximation of the governing equation allowing the
flow to leave freeely the domain without inducing significant perturbations is imposed downs-
tream (90◦ < θ < 120◦) : ∂2p/∂r∂θ et ∂2U/∂n2. At the bubble surface, the Stagnant Cap Model
(Sadhal & Johnson, 1983) is used to model the surface contamination level. For the mobile part
of the bubble surface (θcap < θ < 180◦), a zero normal velocity and zero tangential stress condi-
tion is imposed : U.n = 0 and n × (τ.n) = 0 ; while for the immobile part (0◦ < θ < θcap), a
no-slip condition is imposed on the interface : U = 0. Validation of the hydrodynamic simula-
tions has been performed via comparisons with literature results concerning the drag coefficient
calculation as a function of θcap that demonstrate the accuracy of hydrodynamics simulations.
Particle trajectory equation is integrated in time. The fluid velocity and gradient are inter-
polated at the particle location using a second order accuracy interpolation. If the concentration
of particles is uniform in the liquid, the collision efficiency Ecoll can be calculated as the ratio
of the flux of particles which collide with the bubble surface and the flux passing through a
cylinder of section r2b .
Ecoll =
Qc
πr2bUb
(4.7)
The first term is calculated by searching the “grazing trajectory” Ψc that separates the trajec-
tories which encounter the bubble from those that do not (Schulze, 1989). Only the particles
located in the body of revolution made by the grazing trajectories can encounter the bubble. So
Qc corresponds to the flow rate passing through the cross section area of radius rc of the grazing
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trajectories upstream far from the bubble : Qc = r2cUb. The collision efficiency Ecoll can be then
written as follows :
Ecoll =
(
rc
rb
)2
(4.8)
This grazing trajectory can be obtained by searching the contact point between the bubble sur-
face and particle trajectory. This point is found by trial-and-error, varying the initial particle
position (r0, θ0) far away from the bubble, where the particle trajectories are parallel to the
bubble symmetrical axis and not influenced by the bubble’s motion. As this initial position was
moving to the symmetric axis of the bubble, the numerical calculation for obtaining particle
trajectories and the check of the minimal distance between the bubble surface and the particles
center was repeated, until this distance is less than the particle radius rp.
4.3 Results and discussions
Direct numerical simulation (DNS) results for clean bubbles and fully contaminated bubbles
are presented respectively in paragraph 4.3.1. In paragraph 4.3.2, partially contaminated bubbles
are considered via the study of the influence of level of interface contamination.
4.3.1 Case of a clean or fully contaminated bubble
4.3.1.1 Collision by interception
As explained above, fine particles with a density close to that of the liquid (Stp → 0, us → 0),
follow totally the liquid streamlines (V = U), so the collision takes place only by interception.
Figures 4.2a and 4.2b show the collision efficiencies at different bubble Reynolds numbers Reb
versus the radius rates rp/rb for a bubble with immobile and mobile surface. On the one hand,
for both these two situations, with a given value of rp/rb, Ecoll increases with Reb, which is a
direct consequence of the streamlines contraction near the bubble surface. On the other hand,
whatever the Reynolds number Reb, Ecoll is found to increase with the diameter ratio. For a fully
contaminated bubble, the collision efficiencies is a quadratic function of bubble size ratio rp/rb.
While for a clean bubble, Ecoll is rather a linear function of rp/rb. The numerical results were
compared to the solution of the literature (Weber & Paddock, 1983; Nguyen, 1998; Sarrot et al.,
2005). Here the comparison is presented with the model of Nguyen (1998). A good agreement is
achieved.
4.3.1.2 Inertial effect without settling effect
Inertial forces are usually neglected because of the traditionally used assumption of small par-
ticles size and bubbles with total retardation surface where both liquid and particle movement is
largely reduced. The inertial forces have been generally overlooked for the medium size particles
and bubbles with high velocity (Yoon & Luttrell, 1989; Dobby & Finch, 1987). By taking into
consideration the bubble surface mobility, Dai et al. (1998); Nguyen (1999) have shown succes-
sively the negative influence of the inertial forces of the water flow at a mobile bubble surface
on the particle-bubble interaction, that cause a decrease in the collision efficiency. However, as
shown in Eq. 4.3, when the particle’s density increases, its inertia overcomes the water inertia. A
different behavior of Ecoll is expected. In this section, we try to examine the global influence of
inertial forces on particle-bulle collision by varying the Stokes number. The behavior of the colli-
sion efficiency Ecoll is analysed without taking into account the gravitational forces (us = 0). The
evolution of the collision efficiency Ecoll and the collision angle θc versus the Stokes number Stp
is plotted in Fig. 4.3 and 4.4 for a clean and a fully contaminated bubble, respectively with the
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Figure 4.2 – Interceptional collision efficiency Ecoll v.s. size ration rp/rb for Reb = 1 (△), 10
(◦) and 100 (). −− : Nguyen (1998)
bubble’s Reynolds number Reb = 100. The particle to bubble size ratio varies from 0.001 to 0.02.
It can be noted that for both two cases that at low Stokes number Stp → 0, the collision
efficiency Ecoll increases with rp/rb. When Stp → 0, Ecoll leads to the value for the inertial-free
particle-bubble collision E0coll obtained by Sarrot et al. (2005) (cf. Fig 4.2). The same as for the
collision angle θc → θ0c ), as Stp → 0, which are equal to 84◦ and 66◦ for a clean bubble and
a fully contaminated bubble, respectively. Note that Ecoll for a fully contaminated bubble are
two order of magnitude lower than those for a clean bubble. In Fig. 4.5, the evolutions of Ecoll
as function of Stp have been reported for a give size ratio rp/rb = 0.01 with different bubble
Reynolds number Reb. We can see clearly that within the range of Stp tested, the collision
efficiency increases with Reb.
It is interesting to note that for a clean bubble, as Stp increases, Ecoll experiences a reduction
of 60% of its value for Stp = 0 until a critical value Stthp . For all the size ratio rp/rb tested, the
same evolution is observed with a critical value of Stp near 0.1. Meanwhile, this diminution in
Ecoll does not appear when a fully contaminated bubble is concerned. The same behavior of
collision effficiency haven been observed for the Reynolds number 1 and 10 (cf. annexe B for
details).
Meanwhile, at higher Stokes number Stp > Stthp , Ecoll grows rapidely with Stp and the
dependence on the size ratio rp/rb is largely reduced. Only the effect of Reb has been observed,
with a more remarkable influence for a fully contaminated bubble (see Fig. 4.5) where the value
of Stthp depends strongly and only on Reb. Typically, as Reb rises from 1 to 100, Stp increase
from 0.1 to 0.4.
As to the collision angle, for both clean bubble and fully contaminated bubble, θc decreases
as the Stokes number grows to Stthp and it then go back up. In the case of a fully contaminated
bubble, θcrit is independent of the particle to bubble size ratio, while for a clean bubble, θc grows
with rp/rb.
In fact, this behavior depends on the balance between the negative and the positive effects
of the inertial forces. As the particle approaches the bubble surface, at the forward part of the
bubble (θ < 45◦), particle’s inertia tends to move straighlty towards the interface rather than
following the streamlines (cf. 4.6a). This phenomena will be called in the following as “positive
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Figure 4.3 – Collision efficiency (Ecoll) and collision angle (θc) v.s. Stokes number (Stp) in
the case of a clean bubble at Reb.  : rp/rb = 0.02, △ : rp/rb = 0.01, ∗ : rp/rb = 0.005, ◦ :
rp/rb = 0.002, + : rp/rb = 0.001.
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Figure 4.4 – Collision efficiency (Ecoll) and collision angle (θc) v.s. Stokes number (Stp) in the
case of a fully contaminated bubble at Reb.  : rp/rb = 0.02, △ : rp/rb = 0.01, ∗ : rp/rb = 0.005,
◦ : rp/rb = 0.002, + : rp/rb = 0.001.
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Figure 4.5 – Collision efficiencies versus Stokes number at rp/rb = 0.01 : ∗ Reb = 1 ; △
Reb = 10 ;  Reb = 100.
inertial effect” tends to increase the probability of collision. As the θ increases to π/2, the radial
component of the fluid velocity Ur (which helps the particles to move towards the bubble)
decreases to zero and the tangential component of the fluid velocity Uθ becomes important, so a
“centrifugal force” is induced near the bubble’s equator (45◦ < θ < 90◦), that pulls particles away
from the interface. So in this region, the probability of collision is reduced and this effect will be
called “negative inertial effect” (cf. 4.6b). The greater the Stokes number, the more important is
the deviation.
(a) Positive effect for collision (b) Negative effect for collision
Figure 4.6 – Inertial effect on particle bubble collision
To well understand these inertial effects, the trajectories of particles for different Stp have
been plotted in the coordinates (r, θ) in Fig. 4.7. r = 1 represents the bubble’s surface. Particles
have been released at the same position. For a particle of size ratio rp/rb = 0.01, r = 1.01
represents the minimal distance between the particle center and the interface, at which collision
takes place. The critical trajectory of an inertial-free particle (Stp = 0) is presented by symbol
(◦), the collision angle is about 85◦. As Stp → 0, this trajectory can be considered to be the limit
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streamline. It can been seen that when Stp increases, particle’s trajectory begins to deviate from
the limit streamline. The negative inertial effect makes the collision at bubble’s equator become
impossible. But at front of the bubble, the positive inertial effect particle’s trajectory is more
and more close to the bubble surface. From Fig. 4.7, we can also find that both the negative
and the positive effects exist at the same time for all the particles if Stp 6= 0. The global balance
of this two inertial effects on the collision effficiency depends on the Stokes number Stp. For
small Stp, the “negative inertial effect” controls the collision process and determine the collision
position θc. As Stp increases, the “positive inertial effect” becomes significant and dominant.
The different behavior of Ecoll for a clean bubble and for a fully contaminated bubble may be
explained by the competition between the inertia of the particules and that of the fluid.
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Figure 4.7 – Particle’s trajectory near a clean bubble surface. ◦ : Stp = 0, △ : Stp = 0.01,  :
Stp = 0.02, ⋄ : Stp = 0.05, ▽ : Stp = 0.08, ∗ : Stp = 0.10, + : Stp = 0.13, × : Stp = 0.16.
For a clean bubble, the zero shear stress condition yields ∂u/∂y−u/rb = 0 and the tangential
component of the fluid velocity near the bubble surface UΓ = ξΓ/2 ∼ Ub. For small Stp particle’s
inertia is overcome by fluid inertia. As a result, a particle still needs the fluid flow to approach
the bubble and Ecoll is controlled by the negative inertial effect. As it is shown in Fig. 4.8, par-
ticles critical trajectories deviates from Ψc(Stp = 0) to be closer to the axi-symmetric axis as Stp
increases. The collision angle then decreases, from 85◦ to 30◦ at Stp = 0.20 where the particle
inertia is great enough to deposit itself on the bubble surface. Ecoll and θc then increases with Stp.
When the interface is totally immobile (θcap = 0◦), one has UΓ = 0 at y = (r − 1)→ 0. Due
to the evolution of the boundary layer thickness δ/rb ∼ Re−1/2 at a solid sphere surface, the
velocity gradient can be estimated by (∂u/∂y)Γ ∼ Ub/δ ∼ Re1/2Ub/rb for Re≫ 1. Compared to
that of a clean bubble, uθ for a fully contaminated bubble is close to zero, so the negative inertial
forces may not affect the particle’s trajectory at the equator. As shown in Fig. 4.9, for small
Stokes number, there is no significant difference in Ecoll, although the collision angle decreases.
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Figure 4.8 – Particle’s critical trajectories near the surface of a clean bubble (Reb = 100, rp/rb =
0.01). ◦ : Stp = 0, ⊲ : Stp = 0.01, ⋄ : Stp = 0.02, △ : Stp = 0.05,  : Stp = 0.10, ▽ : Stp = 0.20.
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Figure 4.9 – Particle’s critical trajectories near the surface of a fully contaminated bubble
(Reb = 100, rp/rb = 0.01). ◦ : Stp = 0, ⊲ : Stp = 0.01, ⋄ : Stp = 0.02, △ : Stp = 0.05,  :
Stp = 0.10, ▽ : Stp = 0.20.
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4.3.1.3 Effect of the gravitational force
As the particle’s Stp increases, not only inertial effect but also gravitational effect become
important. The evolution of collision efficiency Ecoll of the particles with different Stokes number
Stp as function of size ratio rp/rb is plotted on the Fig. 4.10 for a clean bubble at Reb = 100.
The numerical solution for inertial-free particles based on the calculation of streamline fonction
obtained by Sarrot et al. (2005) is presented in solid line. It can be seen that at low Stokes
number, the collision efficiency increases with rp/rb and is close to the value for the inertial-free
particle-bubble collision (Stp = 0, presented by symbols ⊳ ). For a given size ratio rp/rb, with the
increase of Stp, interception collision is replaced by inertial-gravitational collision, leading to an
increase in collision efficiency as expected. This gravitational effect is more significant for small
particles than for larger ones with the same value of Stp. Moreover, when Stp exceeds 0.1, Ecoll
depends no longer on rp/rb. Collision becomes totally dominated by gravitational sedimentation.
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Figure 4.10 – Collision efficiencies v.s. diameter ratio at Re = 100. — : Sarrot et al. (2005),
⊳ : Stp = 0, ◦ : Stp = 0.002, ∗ : Stp = 0.005, ⋄ : Stp = 0.01, × : Stp = 0.02, △ : Stp = 0.1,  :
Stp = 0.2, + : Stp = 0.5, ▽ : Stp = 1.0
In order to analyse the effect of gravitational force, in Fig. 4.11 and Fig. 4.12 the evolution
of the collision efficiency Ecoll and angle θc with Stp is plotted at different values of us, for a
clean and a fully contaminated bubble, respectively. In the case of a clean bubble, there is no
significant effect of the gravitational force for us < 0.001. Since the gravitational sedimentation
is always in favor of particle-bubble collision, as us increases, its positive effect makes up for the
negative effects of the inertial forces. For us = 0.1, these two adverse effects become compara-
tive. For all the Reynolds numbers Reb examinated, the same evolution has been observed. In
the case of a fully contaminated bubble, the gravitational effect is much more obvious compared
to that for a clean bubble. As us increases from 0.001 to 0.1, Ecoll is two orders of magnitude
greater than Ecoll obtained without counting the gravitational effect (us = 0). This difference
comes from the different bubble surface conditions. As we have explained above, both the fluid
and the particles velocities are largely reduced near an immobile interface. Therefore, it takes
more time for a particle to move around a contaminated surface than a clean surface. As a result,
particles have more time to settle down instead of being taken away by the inertial forces of the
fluid. However, the gravitational force has only an important positive effect for small Stp.
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Figure 4.11 – Gravitational effect for a clean bubble with rp/rb = 0.01 and Reb = 100.  :
us = 0 ; △ : us = 10−3, ∗ : us = 10−2, ◦ : us = 10−1.
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Figure 4.12 – Gravitation effect for a fully contaminated bubble with rp/rb = 0.01 and Reb =
100.  : us = 0 ; △ : us = 10−3, ∗ : us = 10−2, ◦ : us = 10−1.
4.3.1.4 Discussion
In this section, the comparisons between the numerical results and the models in the literature
are reported. The first one is the generalised Sutherland equation (GSE) based on the famous
Sutherland (1948) prediction for the bubble particle interaction with a mobile bubble surface
(Dai et al., 1998). In this model, effects of the inertial forces at the mobile surface due to the
104
4.3. Results and discussions
non-zero tangential velocity of the fluid have been incorporated.
Ecoll
E0coll
= sin2 θc exp
[
3KD cos θc
(
ln
3
E0coll
− 1.8
)
− 3KD
(
2 + cos3 θc − 3 cos θc
)
2E0coll sin
2 θc
]
(4.9)
θc = arccos(
√
1 + β2 − β) (4.10)
where E0coll = 3rp/rb, KD = 2Ubr
2
p(ρp − ρf )/9µfrb and β = 2E0collf/9KD.
As is shown on the Fig. 4.13, this model well interprets the negative effect of the inertial forces
for Stp < 0.1. In the zone with high Stp, an important discrepancy can be observed. Moreover,
this model is not sensitive to the variation of bubble’s Reynolds number Reb. For small Reb,
this model over estimates the collision efficiency. This discrepancy has been examinated by
Nguyen et al. (2006b) for fine particles and it was shown to relate to the drag correction factor
f . This f factor accounts for the drag correction due to the vicinity of the bubble interface. In
the GSE model, f = 2 was proposed by Dukhin et al. (1995). Note that the influence of the
drag correction on the collision efficiency has been tested in the chapter 3, p.84 and we have
concluded that this effect was insignificant. However, this model has been established for ultra
fine particles dp < 10 µm. For this reason, the gravitational forces have not been included.
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Figure 4.13 – Comparison with the GSE model (Dai et al., 1998).DNS results :  rp/rb = 0.01,
◦ rp/rb = 0.005, ⋄ rp/rb = 0.002, △ rp/rb = 0.001. GSE model : — Eq. 4.9 us = 0
Numerical solutions are then compared with the model proposed by Nguyen et al. (1998), in
which the combined effect of gravity and interception has been taken into consideration.
Eimcoll = f1
X + C1 + Y cos θc
1 + us
sin2 θc +O(St
3/2) (4.11a)
Emcoll = f1
(X + C1) sin
2 θc − C2X2(cos3 θc − 3 cos θc + 2)/3
1 + us
+O(St3/2) (4.11b)
where coefficients C1 = us/f1 and C2 = St2
(
1− ρfρp
)
f2
f1
with fm1 = rp/rb − (rp/rb)2, f im1 =
(rp/rb)
2, fm2 = 1, f
im
2 = 4(rp/rb)
2. It should be noted that in this equation, the Stokes number
is defined as St = ρr2pUb/9µfrb where the effect of the added masse is not included. The coeffi-
cient X and Y are functions of bubble’s Reynolds number and the surface mobility. The whole
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expressions of X et Y are given in the previous chapter 2 (Eq. 2.40 and 2.42, p.47). The collision
angle is written as :
cos θc =
√
(X + C1)2 + C22X
4 − (X + C1)
C2X2
(4.12)
In order to compare this model to ours DNS results, here we use Stp to charaterise the
inertial effects. For small Stokes numbers, a good agreement between the model and the nume-
rial results is obtained both for a bubble with an immobile (θcap = 0◦, Fig. 4.14a) and mobile
surface (θcap = 180◦ Fig. 4.14b). As Stp increases, a difference in Ecoll appears. This difference
is more significant for a clean bubble than for a fully contaminated bubble. It should be noted
that expression 4.11 is obtained by the approximate solutions of Eq. 4.3 by using the assump-
tion that Stp ∼ (rp/rb)2 ≈ (r − 1)2. Futhermore, for Stp > 0.1, the second term becomes
important and should not be neglected. That is certainly one reason for the observed discre-
pancy at Stp > 0.1. Anyway, we can conclude that the model proposed by Nguyen is validited
by a numerical simulation up to Stp = 0.1 when the bubble interface is immobile, and up to
Stp = 0.02 when the bubble interface is mobile. As we have already explained , actual conditions
at the bubble interface in flottation can be intermediated between clean and fully contaminated.
As the contamination effect play a major role in the collision efficiency, we have investigated
this effect in the case of inertial particles without and with sedimentation in the following section.
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Figure 4.14 – Comparaison with Nguyen et al. (1998) model 4.11. Reb = 100,  : rp/rb = 0.01,
◦ : rp/rb = 0.005, ⋄ : rp/rb = 0.002, △ : rp/rb = 0.001.
4.3.2 Collision with a partially contaminated bubble
4.3.2.1 Inertial Effects
Fig. 4.15 presents the collision efficiencies as functions of Stokes number Stp for the bubble
Reynolds number Reb = 1 and Reb = 100) and a particle to bubble size ratio (rp/rb = 0.01).
The contamination angle θcap varies from θcap = 0 ◦ (fully contaminated bubble) to θcap = 180 ◦
(clean bubble). Firstly, the gravitational effect is not considered in the calculation (us = 0).
106
4.3. Results and discussions
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
Stp
E
co
ll
(a) Reb = 1
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
Stp
θ c
(b) Reb = 1
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
Stp
E
co
ll
(c) Reb = 100
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
Stp
θ c
(d) Reb = 100
Figure 4.15 – Collision efficiency (Ecoll) and collision angle (θc) v.s. Stokes number (Stp) for a
partially contaminated bubble (rp/rb = 0.01).  : θcap = 0◦, △ : θcap = 20◦, ∗ : θcap = 30◦, ◦ :
θcap = 45
◦, + : θcap = 60◦, ⋄ : θcap = 90◦, × : θcap = 120◦, ▽ : θcap = 180◦.
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The strong influence of the surface contamination is then put in evidence : for all Reb exa-
minated, collision efficiency for clean bubbles is much greater than that for a fully contaminated
bubble. Since the collision occurs always on the forward part of bubble surface, for θcap > 90 ◦,
the point of contact between particles and bubble is still remaining on the mobile part of the
interface. As a result, Ecoll behavior is thus as same as that for a clean bubble Emcoll : a decrease
of Ecoll with Stp is observed due to the negative inertial effect. When θcap decreases under 90◦,
Ecoll deviates from Emcoll and approches the efficiency for a fully contaminated bubble E
im
coll. It
is noted that for θcap < 30◦, no more decrease of collision efficiency is observed as Stp increases.
This can be explained by the decrease of the tangential velocity of the local fluid near the in-
terface due to the reduction of the surface mobility. Legendre et al. (2009) have calculated and
given an approximation of the maximum UΓ as a function of θcap. The maximum tangential
velocity UΓ normalized by Ub is plotted in Fig.4.16 versus θcap, for different levels of surface
contamination and for Reynolds numbers Re = 1, 10, and 100. As shown in this figure, when
θcap is above 120◦, UΓ(θcap) ≈ UΓ(180◦) ; meanwhile when θcap < 90◦, UΓ decreases rapidly with
θcap and the negative inertial effect become insignificant. The evolution of Ecoll in the later case
is close to that of a totally contaminated bubble. However the positive inertial effect at the front
of the bubble always exists for large Stp.
Figure 4.16 – Maximum tangential velocity UΓ/Ub v.s. θcap.  : Re = 1, ⋄ : Re = 10, △ :
Re = 100, −− : 3/2 sin(θcap) and — : 1/2 sin2(θcap/2) (Legendre et al., 2009)
The evolution of the collision angle is more complex to explain. For a given size ratio rp/rb,
collision angle θc of a partially contaminated bubble depends not only on Reb but also on Stp
and the cap angle θcap. To well understand θc behavior, critical particle trajectories are reported
in Fig. 4.17 and Fig. 4.18 for Stp = 0.002 and Stp = 0.1, respectively.
If we first consider the case for small Stokes number Stp = 0.02 (Fig. 4.17), we observe the
same behavior as that of inertial free particles Stp = 0 and described in Legendre et al. (2009).
For θcap > 90◦, the evolution of both Ecoll and θc are very close to that observed for a clean
bubble. For θcap < 90◦, two situation are observed and characterised by a critical angle θcrit,
concerning the surface contamination level.
– At θ = θcap , there is a strong decrease in flow rate (strong increase of local vorticity) near
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the bubble surface induced by the change of interface conditon (from the zero tangential
stress to the no-slip condition). The flow rates can not be less than the value of the flow rate
on the clean part, consequently, for θcap > θcrit, the flow rate on the clean part (controlled
by the tangential velocity) is always larger than the flow rate near the contaminated surface
(controlled by the velocity gradient, so the collision occurs on the mobile part of the bubble
surface and θc can not be larger than θcap.
– If θcap < θcrit, the velocity gradient reaches locally a maximum close to the value ob-
tained for a fully contaminated bubble. Consequently, particles bubble collision is then
independent on the surface contamination level and Ecoll and θc are those observed for a
fully contaminated bubble. θcrit has been shown to be related to bubble’s Reynolds number
(Legendre et al., 2009).
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Figure 4.17 – Particles critical trajectories in the neighbourhood of a partially contaminated
bubble (Reb = 100, Stp = 0.002).  : θcap = 0◦, △ : θcap = 20◦, ∗ : θcap = 30◦, ◦ : θcap = 45◦,
+ : θcap = 60◦, ⋄ : θcap = 90◦, × : θcap = 120◦, ▽ : θcap = 180◦.
Considering the large Stokes number Stp = 0.1 (Fig.4.18) whatever the contamination level
of the interface, the collision angle is under 45◦ except for totally retarded interface. It is rather
governed by the inertial forces. In other words, the particle inertia is great enough to push the
particle to go straightly toward the bubble and deposit on the front part of the bubble surface.
Despite particle inertia force, the collision angle is always limited by θcap.
Meanwhile, it is interesting to note an abrupt change of collision angle for Reb = 1 and
θcap = 20 (Fig. 4.15b). Let’s turn to particle trajectory lines in Fig. 4.19. The critical trajec-
tories are plotted for different Stp varing from 0.002 to 0.5. For small Stp, particle trajectories
reveal that there are two minimal distances between the bubble and the particle. Since the iner-
tial effect is not important, particle approches to the front part of bubble surface as observed for
the case of a clean bubble. Near θ = θcap, the jump of the streamlines caused by the change of
interface condition (slip to no-slip) pushes the particle away from the interface. On the equatorial
part of the bubble, streamlines are once again put closer to the interface when the strong increase
of vorticity has been evacuated and the flow has accelerated. Therefore, particles that have not
been captured by the front part can be trapped near the equtorial part (Sarrot et al., 2005).
When Stp becomes important (≥ 0.2), collision is rather controlled by inertial deposition at the
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Figure 4.18 – Particles critical trajectories in the neighbourhood of a partially contaminated
bubble (Reb = 100, Stp = 0.1).  : θcap = 0◦, △ : θcap = 20◦, ∗ : θcap = 30◦, ◦ : θcap = 45◦, + :
θcap = 60
◦, ⋄ : θcap = 90◦, × : θcap = 120◦, ▽ : θcap = 180◦.
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Figure 4.19 – Particles critical trajectories in the neighbourhood of a partially contaminated
bubble (Reb = 1 , rp/rb = 0.01 θcap = 20). ◦ : Stp = 0.002, ∗ : Stp = 0.005, ⋄ : Stp = 0.01, × :
Stp = 0.02, ⊲ : Stp = 0.05 n , △ : Stp = 0.1,  : Stp = 0.2, + : Stp = 0.5
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front part of the bubble and θc is then contrôlled by θcap as explained before. This phenomenon of
two minimum distance can only be observe when θcap < θcrit, and θcrit depends on Reb and rp/rb.
4.3.2.2 Effect of gravitational force
In this section we consider all the effects on the collision efficiency : interception, inertia and
gravity. In Fig. 4.20, the collision efficiencies are plotted as a function of the cap angle θc for
three different bubble Reynolds numbers (Reb = 1, 10, 100) and a particle to bubble size ratio
(rp/rb = 0.01). The contamination angle θcap varies from θcap = 0 (fully contaminated bubble) to
θcap = 180
◦(clean bubble). It can be noted that when the gravitation forces are considered, the
collision efficiency is significantly increased. For Stp > 0.4 (for rp/rb = 0.01), Ecoll is independent
of θcap and mainly depends on Stp. For Stp < 0.4, Ecoll for a partially contaminated bubble is
between the collision efficiency for an fully contaminated Eimcoll and for a perfectly clean bubble
Emcoll.
Considering the collision angle θc, three different behaviors have been observed :
– For θcap > 120◦, in the range of Reb tested, the evolution of the collision angle with Stp is
the same to that of a clean bubble. θc is firstly reduced by the negative effect of “centrifuge
forces” and then increased under the influence of the combined effect of gravity and inertial
forces.
– For θcrit ≤ θcap ≤ 90◦, the evolution of θc is observed to experience three stages as it is
presented in Fig. 4.21 for the bubble of partially contaminated surface θcap = 45◦. In this
figure, critical particles trajectories are plotted for the particles of size ration rp/rb = 0.01
and the Stokes number varying between 0.002 and 1.0. It can be noted that, at small Stokes
number (Stp ≤ 0.01), collision occurs only on the mobile part of the interface, the collision
angle being imposed by the surface contamination level θcap. The effect of gravitational
sedimentation makes the particles easier to collide with bubble surface at the location of
first minimum distance r1, as it is shown in Fig. 4.22.
As Stp increases, the gravity also increases, which gradually overcomes the jump effect
of the streamline near θcap. It makes the collision on the immobile part of the interface
possible. Consequently, collision behavior enter into another regime, where two minimal
distances between the bubble and the particle trajectory have been observed, as that for a
fully contaminated bubble. Particles collide with bubble at the location of second minimum
distance r2.
At large Stp, “positive inertial effect” as well as the gravitational forces become significant
and collision is then dominated by the gravitational sedimentation.
– For θcap < θcrit, the collision behavior is the same as that of a fully contaminated bubble
and governed by the “positive inertial effect” and gravitational forces.
However, bubble with cap angle θcap = 90◦ is an exception. Unlike other partially contami-
nated bubble, the collision angle evolves gradually and there is not a sudden jump of θc, as it
is shown in Fig. 4.20b and Fig. 4.23. Because collision can never occurs at the front part of the
bubble surface, for a bubble with θcap = 90◦, the jump of the streamline locates near the 90◦,
so the effect of “two minimal distances” will never happens. For small Reynolds number, the
“negative inertial effect” is reduced due to the low liquid velocity near the interface. So as Stp
increases the collision is controlled by “positive inertial effect” and later by gravity, which makes
the θc increase monotonously from 70◦ to 85◦.
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Figure 4.20 – Collision efficiency (Ecoll) and collision angle (θc) v.s. Stokes number (Stp) for a
partially contaminated bubble (rp/rb = 0.01).  : θcap = 0◦, △ : θcap = 20◦, ∗ : θcap = 30◦, ◦ :
θcap = 45
◦, + : θcap = 60◦, ⋄ : θcap = 90◦, × : θcap = 120◦, ▽ : θcap = 180◦.
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Figure 4.21 – Particles (rp/rb = 0.01) critical trajectories in the neighbourhood of a partially
contaminated bubble (θcap = 45◦, Reb = 100). ◦ : Stp = 0.002, ∗ : Stp = 0.005, ⋄ : Stp = 0.01,
× : Stp = 0.02, △ : Stp = 0.1,  : Stp = 0.2, + : Stp = 0.5, ▽ : Stp = 1.0
Figure 4.22 – Shape of streamline for partially contaminated bubble (Legendre et al., 2009).
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Figure 4.23 – Particles (rp/rb = 0.01) critical trajectories in the neighbourhood of a partially
contaminated bubble θcap = 90◦ at Reb = 1. ◦ : Stp = 0.002, ∗ : Stp = 0.005, ⋄ : Stp = 0.01, × :
Stp = 0.02, △ : Stp = 0.1,  : Stp = 0.2, + : Stp = 0.5, ▽ : Stp = 1.0
4.3.3 Modelling
Finally, from the numerical results presented in this chapter a simple rough estimation of
the collision efficiency can be proposed :
E(Reb, Stp, θcap) = E0(Reb, θcap) +K
Stnp
(1 + Stp)n
(4.13)
where E0(Reb, θcap) is the collision efficiency for an inertial-free particle Stp = 0 (Legendre et al.,
2009). K and n are slighlty dependent on the Reynolds number. For Reb = 100, K ∼ 2.5 and
n = 1.5, while for Reb = 1, K ∼ 1.7 and n = 1.2. In this simple model, the effect of the level of
contamination is simply included in E0(Reb, θcap).
The model given by expression 4.13 is plotted in Fig. 4.24 for a clean bubble and in Fig. 4.25
for a partial contaminated bubble (θcap = 120◦, θcap = 90◦, θcap = 45◦). It can be noted that
this model gives a rather good accordance with the simulations. For Reb = 1, a noticeable small
discrepancy is observed for the low rp/rb. This discrepancy may be due to the gravitational effect
not integrated in relation 4.13. The importance of the gravitational effect at small Stp and small
rp/rb can be seen clearly on the Fig. 4.11, even if this figure has been plotted for Reb = 100. The
prediction at high level of contamination (not reported in the figure) is not satisfactory and the
coefficient K and n have to be adjusted. Their dependancy with the parameters of the problem
have not yet been analyzed in order to provide a model valid for all the situations.
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Figure 4.24 – Collision efficiency for a clean bubble. DNS results  : rp/rb = 0.01, ◦ : rp/rb =
0.005, ⋄ : rp/rb = 0.002, △ : rp/rb = 0.001. — : Eq. 4.13, with K = 2.5 and n = 1.5 for
Reb = 100, K = 2.5 and n = 1.2 for Reb = 1.
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Figure 4.25 – Collision efficiency for a partially contaminated bubble. DNS results △ : θcap =
180◦, ⋄ : θcap = 120◦,  : θcap = 90◦, ◦ : θcap = 45◦. — : Eq. 4.13, with K = 2.5 and n = 1.5 for
Reb = 100, K = 2.5 and n = 1.2 for Reb = 1.
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4.4 Conclusions
In this chapiter, the inertial particle bubble collision efficiency has been evaluated by solving
the full particle trajectory equation. DNS have been realized for 1 < Reb < 100 by taking into
consideration the interface contamination level. The effect of inertia on the collision efficiency
has been examined at first. It was found that Ecoll may be strongly influenced by inertial forces.
For all the cases considered, particle inertia has a positive effect at large Stp, which results in
a sharp increase in the value of Ecoll. On the contrary, at small Stp, a negative effect has been
observed near the bubble equator, where the tangential component of the surface velocity reaches
its maximum for clean or near clean bubbles. This tangential velocity creates a “centrifugal force”
which pulls particles away from the interface and makes collision impossible above a certain angle.
As a result, Ecoll decreases as Stp increases. For a partially contaminated bubble (θcap < 90◦),
the flow field around bubble is modified and the collision efficiency depends strongly on θcap. If
θcap > θcrit, the collision occurs only on the mobile interface, as the surface velocity decreases
with θcap, the negative effect being greatly reduced. If θcap < θcrit, particle bubble collision may
take place in both mobile and immobile part of the interface. Ecoll behaves as that of a fully
contaminated bubble and only the positive inertial effect is observed. Secondly, the influence
of the gravitational sedimentation on the collision behavior has been analysed. Its contribution
to the collision efficieny becomes important, when us > 0.01, which should not be neglected.
Finally a simple model has been proposed that makes possible to describe collision efficiency for
any clean ou contaminated bulle, inertial or non inertial particles, but not yet the gravitational
sedimentation.
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The main part of the results presented in this chapter has been published in Chemical
Engineering Science 2007, Vol 62, Issue 24, p.7359-7369 : Experimental determination of particles
capture efficiency in flotation. An off-print of this paper can be consulted in annexe E, p.225.
L’efficacité totale de capture peut être déterminée par deux différents types d’expériences :des
méthodes directes et des méthodes indirectes.
L’observation directe concerne l’enregistrement de la trajectoire des particules lorsqu’elles
passent à la proximité d’une bulle (Schulze, 1977; Nguyen & Kmet, 1992). En déplaçant la
position de lâchement des particules vers l’axe de symétrie formé par l’écoulement autour de
la bulle jusqu’à ce que la collision ait lieu, on peut détecter la trajectoire critique et le rayon
de collision (Sutherland, 1948; Schulze, 1984). La mesure directe permet d’examiner le procédé
complet de capture, en incluant des phénoménes comme le rebond (Whelan & Brown, 1955),
le temps de glissement (Schulze, 1977), et même le drainage du film liquide (Nguyen & Evans,
2004). Cependant, cette méthode est limitée aux faibles écoulements liquides afin d’éviter les
oscillations des bulles qui sont fixées au bout d’un tube capillaire par lequel elle ont été créées.
La méthode indirecte permet de déterminer l’efficacité totale de capture du procédé complet.
Par cette méthode, les paramètres physico-chimiques et hydrodynamiques (comme l’hydropho-
bicité, la nature et la distribution en taille des particules, les débits gaz et liquide, etc.) peuvent
être bien définis et bien contrôlés, afin d’identifier leur l’influence respective sur l’élimination de
particules solides données. C’est pourquoi les expériences avec des bulles isolées sont largement
utilisées (Reay & Ratcliff, 1973; Dai et al., 1998; Hu et al., 2003; Sarrot, 2006). Des bulles d’air
sont injectées une par une dans une colonne de flottation, puis montent à travers la suspen-
sion au repos. Le champ d’écoulement local autour de la bulle n’est pas perturbé et est ainsi
plus proche des conditions réelles présentent dans les procédés de flottation. L’efficacité de cap-
ture est définie comme le ratio du nombre de particules capturées sur le nombre de particules
initialement présent dans le volume balayé par la bulle. En utilisant des particules fortement
hydrophobes, l’efficacité d’attachement est approximativement proche de l’unité. De plus, en
absence d’agitation externe du liquide, pour une particule hydrophobe dans un électrolyte à
concentration élevé, où la force hydrophobe est fortement attractive et où les forces électro-
statiques sont largement réduites suite à la compression des doubles couches, la stabilité des
agrégats bulle-particule est seulement contrôlée par la thermodynamique ; l’efficacité de stabilité
atteint sont maximum pour de fines particules (Anfruns & Kitchener, 1977; Hewitt et al., 1994;
Dai et al., 1998; Ralston et al., 2002). Grâce à ces expériences, l’étude des sous mécanismes in-
tervenant dans le procédé de flottation est rendue possible.
Ce chapitre présente d’abord le principe et le développement d’un premier pilote destiné
à mesurer l’efficacité de capture de particules par des bulles isolées, puis expose les résultats
obtenus ainsi que leur analyse. Ces mesures expérimentales sont effectuées en contrôlant le plus
finement possible les paramètres qui influent sur l’efficacité, en particulier l’hydrodynamique,
afin de se rapprocher des conditions imposées pour trouver analytiquement ou numériquement
l’efficacité de collision bulle-particules. Les mesures ont été réalisées à l’aide d’un pilote qui a été
conçu et mis en place par Sarrot (2006) durant sa thèse. Des modifications ont été effectuées sur
ce pilote afin d’améliorer les mesures expérimentales. Dans le premier paragraphe, le principe
général de l’expérience “ bulle isolée” est présenté. Le dispositf expérimental ainsi que la carac-
térisation des particules utilisées font l’objet du second paragraphe. Ensuite, la procédure mise
en place et la technique de comptage sont exposées. Enfin les résultats obtenus sont présentés,
puis analysés et comparés aux résultats existants dans la littérature. Les principaux résultats
présentés dans ce chapitre ont été publiés dans le revue Chemical Engineering Science 2007, Vol
62, Issue 24, p.7359-7369 : Experimental determination of particles capture efficiency in flotation.
Un tiré à part de l’article peut être consulté en annexe.E, p.225.
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5.1 Objectifs et principe de l’expérience
L’objectif de l’expérience est de mesurer l’efficacité de capture de particules en suspension
par des bulles isolées, c’est à dire en dehors de tout mouvement propre du fluide et de pertur-
bations engendrées par d’autres bulles. Le principe général de ce type d’expérience est de créer
des bulles de tailles identiques, puis de les injecter une par une dans une suspension de parti-
cules hydrophobes. En traversant la suspension, les bulles entrent en contact avec les particules,
capturent une certaine quantité et les ramènent à la surface. Un récipient spécial est conçu pour
récupérer les particules capturées par les bulles. Etant donné le nombre de bulles injectées, leurs
taille et vitesse d’ascension, la concentration de particules dans la suspension et le nombre de
particules capturées, l’efficacité de capture est obtenue. Les difficultés de ce type d’expérience
sont, d’une part, la création de bulles isolées et de taille identique (ce qui permet de mesurer une
efficacité de capture à vitesse constante) et d’autre part la comparaision de nos résultats aux
données de la littérature. De plus, le contrôlé de la concentration de particules en suspension est
aussi très délicat. La précision du comptage conditionne directement la validité de la mesure de
l’efficacité. Enfin, une attention particulière a été portée aux propriétés physico-chimiques des
particules et de l’eau utilisée afin de limiter leur influence.
5.2 Dispositif et Matériels
5.2.1 Colonne expérimentale
L’élément principal du dispositif expérimental est une colonne en verre de section carrée de
10 cm de côté (intérieur) et de 55 cm de hauteur. Cette colonne est composée de plusieurs zones.
Elles sont présentées sur les figures 5.1 et 5.2.
Figure 5.1 – Colonne de flottation - Pilote I
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Figure 5.2 – Circulation générale de l’eau et de la suspension.
A : agitateur à hélice et moteur Qi : vannes
B1 : bac de l’eau déminéralisée Si : point de prélevement
B2 : bac de préparation de suspension TE : vanne
G : vanne à guillotine Z1 : zone d’injection des bulles
P : pompe Z2 : zone de capture
Pi : vanne Z3 : zone de nettoyage
La zone d’injection des bulles Z1, partie basse de la colonne, mesure 10 cm de haut. Elle
comporte le système d’injection d’air. La zone de capture Z2 mesure 30 cm de haut. La zone de
nettoyage des sillages des bulles et de récupération des particules constitue la partie supérieure
de la colonne de verre Z3. Elle mesure 15 cm de haut et permet de contenir 10 cm d’eau claire.
Ces trois zones sont séparées par deux vannes guillotines (G1 et G2). La section de passage, en
position ouverte, est un disque de 6.5 cm de diamètre. Ce diamètre reste supérieur à 20 fois le
diamètre des plus grosses bulles considerées de (1.5 mm), ce qui signifie que la dynamique des
bulles n’est pas perturbée par les parois (Sarrot, 2006). Les parois de la colonne sont en verre
pour la mise en oeuvre de techniques de visualisation et de prise d’image.
5.2.1.1 Zone de création des bulles
La zone d’injection des bulles a été conçue pour que la bulle soit formée et atteigne sa vitesse
terminale dans l’eau claire, c’est à dire avant toute capture de particules. Sachant que pour
une bulle sphérique de 1 mm, la vitesse terminale est de l’ordre de 30 cm.s−1 si sa surface est
parfaitement propre. Dans ce cas, le temps de mise en régime est de 15 ms, ce qui correspond à
3 cm de parcours. Or, les particules de 25 µm sédimentent à une vitesse de 0.47 mm.s−1 et il
faut 150 secondes pour qu’elles traversent environ 7 cm de hauteur d’eau. La hauteur de la zone
d’injection des bulles est de 10 cm, ce qui permet de former et de mettre en régime permanant
les bulles pendant une durée de 150 secondes sans qu’elles ne rencontrent pendant leur formation
les particules qui sédimentent. Autrement dit, la durée d’une expérience doit être inférieure à
150 secondes.
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Les bulles sont créées à l’aide un tube capillaire en verre, situé en bas de la colonne. Les
capillaires sont fabriqués à partir d’un tube en verre étiré à chaud, afin d’obtenir un diamètre
de l’extrêmité du tube susceptible de créer des bulles submillimétriques. Le capillaire est relié
via un distributeur au réseau d’air comprimé et à une seringue montée sur un pousse-seringue
Harvard Appartus PHD 2000 programmable. Le système d’injection est délicat à mettre au
point. Avant le démarrage du bullage, l’ensemble du circuit d’alimentation en air, y compris
la seringue à air, est amené à la pression nécessaire pour équilibrer la hauteur d’eau contenue
dans la colonne. Cette mise en pression doit être très précise. Elle est effectuée à l’aide de deux
détendeurs successifs placés sur l’alimentation en air comprimé. Une fois la mise en pression
du système effectuée, la liaison avec le réseau est coupée par un robinet quart-de-tour. Ensuite,
l’injection des bulles peut commencer grâce à l’ensemble seringue/pousse-seringue, qui permet
le contrôle du débit, afin d’obtenir une injection bulle à bulle, et à la fréquence désirée.
5.2.1.2 Zone de capture
La suspension de particules est préparée dans un bac en verre à partir d’un volume de 10 L
d’eau déminéralisée et d’une masse de particules comprise entre 1 et 3 g. Ces particules sont
maintenues en suspension par un agitateur à hélice afin d’alimenter la colonne avec une sus-
pension homogène. Une pompe à palette (Johnson Pump, F3B-19) permet le remplissage de la
colonne à partir de ce récipient de stockage. Limitée par la capacité du compteur de particules,
la concentration de particules dans la zone est inférieure à 16000 particules.ml−1.
Afin d’évaluer le nombre de particules captées par une bulle sur une hauteur donnée, nous
avons utilisé comme ordre de grandeur l’efficacité de capture maximale proposée dans la littéra-
ture. Il s’agit de l’efficacité d’une bulle propre à grand nombre de Reynolds, Ecapt = 3dp/db. Pour
des particules de 25 µm, à la concentration maximale de 16000 particules.ml−1, une bulle de
db = 1 mm capte 4.7 particules par centimètre de distance parcourue dans la zone de capture,
et une bulle de db = 0.5 mm capte 2.3 particules (Sarrot, 2006). Une hauteur de zone de capture
de 30 cm est choisie pour que les particules capturées ne modifient pas trop la vitesse d’ascention
de la bulle. En effet, l’augmentation de la masse de la bulle pourrait ralentir sa vitesse. De plus,
la présence de particules attachées à la surface de la bulle augmente la condition de frottement
du liquide et peut également contribuer au ralentissement de la bulle. Sur cette hauteur, avec
le maximum de particules capturées, la force de flottabilité d’une bulle de db = 1 mm (respec-
tivement db = 0.5 mm) ne diminue que de 0.5 % (respectivement 2 %). En ce qui concerne la
contamination de l’interface, cela correspond à 9 % (respectivement 17 %) de la surface d’une
bulle de db = 1 mm (respectivement db = 0.5 mm) contaminée par les particules (Sarrot, 2006).
5.2.1.3 Zone de nettoyage
La zone de nettoyage a été imaginée et calculée sur l’idée de remplacer la suspension qui est
entrainée par une bulle par de l’eau claire, afin que seules les particules captées par les bulles
soient amenées à la suface libre de l’installation, puis récupérées et comptées. 10 cm de hau-
teur assurent que le sillage de la bulle est totalement renouvellé par de l’eau claire (Sarrot, 2006).
Le système de récupération des particules contient un récipient collecteur, en forme d’en-
tonnoir renversé dans une cuve cylindrique ouverte. Cet élément en verre, construit pour cette
expérience, est présenté sur la figure 5.3. Les bulle chargées de particules atteignent la surface
libre au centre du cône. Les particules solides se libèrent à la surface au moment de l’éclatement
de la bulle. Un léger courant d’eau provenant de l’intérieur du cône permet de les déverser à l’in-
térieur du réceptacle, dans le volume compris entre l’extérieur du cône et la partie cylindrique,
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vide au début de l’expérience. Le débit de ce courant est règlé de telle sorte que les vitesses
verticales engendrées soient légèrement supérieures à la vitesse de sédimentation des particules,
pour éviter que les particules ne retombent dans la colonne.
(a) (b)
Figure 5.3 – Réceptacle cônique
5.2.2 Eau
L’eau utilisée pour chaque expérience, ainsi que pour nettoyer le système, est produite à
partir de l’eau du réseau urbain. Elle passe dans un système AQUASOURCE, où elle est filtrée
à 1 µm, puis déminéralisée par un passage au travers de résines échangeuses d’ion. La conducti-
vité est mesurée à l’intérieur du dispositif expérimental avec une sonde pour l’eau ultra-pure, de
marque WTW, modèle LR235/01. La tension superficielle de l’eau est de 72.0 mN.m−1 à 25◦C.
La conductivité garde en moyenne une valeur proche de 1.7 µS.cm−1. Notons que, du point
de vue de la quantité d’espèces solubilisées, une eau est considérée comme ultra-pure pour une
conductivité en-dessous de 0.5 µS.cm−1 (Ralston et al., 1999b). L’eau brute du réseau urbain a
elle une conductivité de 270µ S.cm−1.
5.2.3 Particules solides
5.2.3.1 Distribution de taille
Les particules choisies pour réaliser les expériences de flottation sont des billes de verre
de grenaillage dont la masse volumique est de 2363 kg.m−3 (mesurée avec un densimètre de
Lechâtellier). Ces billes ont été fournies par la société “Marteau et Lemarié”. La taille de billes
de verre est un paramètre important pour la réalisation de nos expériences. D’une part, les
particules doivent avoir un diamètre dp très inférieur au diamètre de la bulle en ascension db,
pour que le mouvement de la bulle ne soit pas influencé par la présence des particules. Si l’on
considère les plus petites bulles que l’on est capable d’injecter (0.25 mm de diamètre), et si on
admet comme raisonnable un rapport maximum dp/db = 0.1, cela fixe, pour les particules, un
diamètre maximal dp de 25 µm. Pour ces particules de 25 µm, la vitesse de sédimentation peut
être estimée par l’expression de Stokes :
Us =
(ρp − ρf )gd2p
18µf
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qui donne une vitesse de sédimentation de 0.47 mm.s−1 et un nombre de Reynolds de 0.012.
La vitesse d’ascension des bulles de 0.25 mm de diamètre peut être calculée par itération en
prenant l’équation suivante :
Ut =
√
4
3
g
db
Cd(Reb)
où le coefficient de traînée Cd(Reb) dépend du nombre de Reynolds et de l’état de contamination
de la bulle (cf. 2.2 38). Dans le cas où la vitesse est la plus faible (bulle complètement conta-
minée), Ut = 37 mm.s−1. Alors, le rapport des vitesses Us/Ut d’une bille de verre de diamètre
dp = 25µm et d’une bulle complètement contaminée de diamètre db = 0.25 mm s’établit alors
à 1.2%. Pour que la présence des particules ne modifie pas le mouvement de la bulle et que la
vitesse de sédimentation des particules ne soit pas importante, c’est à dire qu’on ait le temps
de faire des mesures, nous avons choisi de travailler avec des particule de dp = 25 µm, les plus
petites bulles créées étant de db = 0.25 mm. Ces particules de taille de dp = 25 µm ont été
choisis pour les plus petite bulles de db = 0.25 mm.
D’après les données du fournisseur, le diamètre dp des billes de verre est compris entre 5 et
56 µm (voir la figure 5.4a). Un tamissage de ces particules à 25 µm a donc été mis en place. Après
un passage de 40 min, au travers d’un tamis de marque Retsch et de maille 25 µm, monté sur
une tamiseuse Retsch AS200 digit, la plupart des billes dont le diamètre est supérieur à 25 µm
est éliminées (voir la figure 5.4b). Les photos au microscope optique des particules montrent que
les particules peuvent être considérées comme sphériques. Ceci constitue un avantage important
pour notre étude, car il permet d’éviter des effets hydrodynamiques incontrôlés (en abscence de
ciaillement). Pluisieur lots de paticules ont aussi été préparées (lot n◦ = 1 à 4).
(a) Origine (b) Après tamissage
Figure 5.4 – Observation microscopique des billes de verre
Un granulomètre à diffraction LASER Mastersizer 2000 de Malvern Instruments est utilisé
pour mesurer la distribution en taille des billes de verre. Un exemple de distribution est présenté
ici. Il s’agit du lot N◦1. Les autres résultats sont présentés dans l’annexe C.2. La figure 5.5a
montre la répartition en nombre. La mesure ne détecte pas de particules de taille inférieure à
8 µm en quantité mésurable. La taille moyenne est de 22.18 µm et 68 % de la population est
dans l’intervalle 16− 29 µm. Les répartitions cumulées de particules montrent qu’au moint 80%
de particules sont de taille inférieure à 25 µm (cf. Fig. 5.5b). Les résultats pour les autres lots
sont simulaires.
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Figure 5.5 – Répartition granulométrique en nombre de particules
Il est possible d’évaluer le nombre de Stokes des particules Stp à l’aide de l’expression sui-
vante :
Stp =
2
9
Reb
(
ρp
ρf
+
1
2
)(
rp
rb
)2
Le tableau 5.1 présente la gamme de variation du nombre de Stokes pour les tailles de particules
en nombre effectivement présenter dans les lots utilisés. On constate que pour les classes 5−15 µm
et 15 − 25 µm, le nombre de Stokes Stp ≪ 1 et l’inertie des particules peut être ignorée. Par
contre, les nombres de Stokes des particules des classes 25 − 40 µm et 40 − 56 µm est proches
de 1 ; l’inertie des particules doit jouer cetainnement un rôle dans le processus de collision.
Table 5.1 – Nombre de Stokes par les classes de particules
Classe Stp
5− 15 µm 2.026× 10−3 — 4.527× 10−2
15− 25 µm 1.823× 10−2 — 1.257× 10−1
25− 40 µm 5.065× 10−2 — 3.219× 10−1
40− 56 µm 1.297× 10−1 — 6.309× 10−1
5.2.3.2 Hydrophobicité des particules
Comme nous avons montré dans la partie d’étude bibliographique, lorsqu’une particule solide
s’approche d’une bulle, la force de Van der Waals et la force électrostatique sont globalement
répulsives. Pour que l’interaction entre les deux surfaces soit une force attrative (condition néces-
saire de l’attachement), la surface de la particule doit être hydrophobe. Le degré d’hydrophobicité
d’une surface peut être caractérisé par l’angle de contact θa (cf. Fig. 5.6).
Le principe du test Washburn est basé sur la montée capillaire du liquide dans les pores sous
l’effet de la pression capillaire. L’équation de Washburn permet de lier l’angle de contact à la
cinétique d’ascension d’un liquide à travers une colonne de poudre compactée. Washburn (1921)
a proposé que la vitesse d’ascension d’un liquide à travers une petite colonne cylindrique doit
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Figure 5.6 – Angle de contact θa entre une surface solide et un liquide
respecter la loi de poisseuille :
m2(t) = C · σρ
2
f
µf
· cos θa · t (5.1)
où m(t) est la masse de liquide qui est montée par capillarité au cours du temps t, et C une
constante qui caractérise la porosité du milieux pulvérulent. C dépend uniquement des caracté-
ristiques de la poudre et du tassement. En enregistrant le poids du système au cours du temps,
on peut tracer la courbe m2 = f(t) dont la pente est
k = C
σρ2f
µf
cos θa (5.2)
A l’aide d’un liquide parfaitement mouillant (cos θa ∼= 1), ici du n−hexane (Merke), la constante
C peut être déterminée. Avec la constante C déterminée, on peut alors déduire l’angle de contact
entre les particules et un autre liquide par l’équation 5.2 . Notons que la loi proposée par Wa-
shburn n’est valable que si la hauteur maximale de montée capillaire dans les interstices est
largement supérieure à la hauteur de l’éprouvette. La validité de la mesure suppose aussi que le
même tassement entre les expériences soit conservé, pour que C soit vraiment constante. Pour
résoudre ce problème, la méthode utilisée le plus souvent est d’appliquer une force reproductible
sur le paquet de poudre.
La mesure de l’angle de contact entre les particules et l’eau déminéralisée a été effectuée en
utilisant l’appareil 3S BAL 285 de la société GBX Instrument. L’hexane est utilisé comme le
liquide parfaitement mouillant pour déterminer la constante caractérisant la porosité de chaque
éprouvette de poudre de billes de verre. L’évolution de la masse d’hexane s’accumulant dans la
poudre au cours du temps est tracée sur la figure 5.7. En mesurant la pente de la courbe, nous
obtenons la constante C à partir de l’équation 5.2. La même mesure est réalisée en utilisant
l’eau déminéralisée. Nous obtenons alors une autre courbe m2eau = f(t). Etant donné la pente de
cette deuxième courbe, et la connaissance de la constante C déterminée pour l’hexane, l’angle
de contact entre les billes de verre et l’eau claire est déduit. Il vaut 58◦. Notons que, pour
chaque mesure, l’expérience a été réalisée plusieurs fois afin d’ammener la reproductibilité de
l’expérience, en particulier la méthode de tassement du lit de particules. Les pentes des deux
courbes sont ainsi reproductibles à 5%. Cependant, dans la littérature, l’angle de contact entre
eau et une surface de verre propre est en générale autour de 30 ◦ (Laskowski & Kitchener,
1969; Anfruns & Kitchener, 1976; Z.Dai & Ralston, 1998). On peut penser que dans notre cas,
les billes de verre utilisées sans traitement particulier, peuvent adsorber en surface quelques
résidus provenant du procédé de fabrication. Les particules sont donc hydrophobes, ce qui pour
la flottation est une situation favorable.
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Figure 5.7 – Test de Washburn. ◦ : n-hexane, ∗ : eau
5.2.3.3 Charges de surface - Potentiel zêta
Lorsqu’un solide est placé dans un liquide, les ions du milieu se structurent en plusieurs
couches. La double couche électrochimique, composée de la couche de Stern et de la couche dif-
fuse, s’établissant à l’interface solide-liquide, est déterminée par les propriétés électrostatiques
de la surface du solide. Il n’est pas possible de mesurer le potentiel zêta de nos billes de verre
avec un zêta métre classique, car elles sont de taille trop importante. Nous avons donc envisagé
un autre type de mesure, afin d’avoir au moins une évaluation du signe de la charge de sur-
face, à défaut d’une valeur précise. Il s’agit de faire s’écouler un électrolyte à travers un lit de
billes considéré comme un milieu poreux, sous l’effet d’un gradient de pression et de mesurer
le potentiel électrique résultant. L’écoulement d’électrolyte crée un déplacement des ions situés
dans la couche diffuse. Ce mouvement de charge crée un courant électrique appelé courant de
convection. Le potentiel électrique génére à son tour un courant de conduction dans le sens
opposé à celui du courant de convection. Lorsque les charges électrostatiques s’équilibrent, un
état stationnaire caractérisé par un courant total nul est rapidement atteint. Ainsi, en utilisant
cet état stationnaire, et les lois décrivant le transport de soluté au sein du milieu poreux, on
peut alors définir le potentiel d’écoulement comme le ratio entre le potentiel électrique (∆φ) et
le gradient de pression (∆P ) appliqué (Szymczyk et al., 1999). Parmi les nombreuses équations
reliant le potentiel d’écoulement et le potentiel zêta ζ, la plus utilisée est l’équation de Helmholtz
Smoluchowski :
ζ =
∆φ
∆P
σµ
ǫ0ǫr
(5.3)
avec σ la conductivité, µ la viscosité dynamique, ǫ0 et ǫr, respectivement, la permittivité du vide
et la permittivité relative de l’électrolyte. Néanmoins, l’équation 5.3 n’est valide que dans le cas
où la taille moyenne des pores est largement supérieure à la longueur de Debye.
Le potentiel ζ peut donc être déterminé par la technique de la mesure du potentiel d’écou-
lement. Les mesures sont réalisées avec un appareil ZetaCAD (CAD Instrumentation) qui com-
porte deux bacs de 2 L, sous pression, pouvant contenir un électrolyte et une cellule spécifique,
en PVC, remplie des particules à mesurer. On fait circuler l’électrolyte, ici une solution de
[KCl] = 10−3 M , à travers une cellule remplie de billes de verre en appliquant des gradients
de pression. L’incrément de pression peut être ascendant ou descendant. Comme le définissent
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Wang et al. (2006), la meilleure méthode de mesure du potentiel d’écoulement est le mode des-
cendant. La solution d’électrolyte est d’abord mise en circulation sous une pression de 0.5 bar.
Du fait que les particules sont très petites, des filtres sont ajoutés sur deux côtés de la cellule,
afin d’éviter que les particules sortent de celle-ci et entrent dans l’éléctrolyte. La mesure du po-
tentiel électrique aux bornes de la cellule de mesure, par deux électrodes de Ag/AgCl réversibles
(Keithley, Model 2000, France) permet de déterminer le potentiel d’écoulement, en fonction de
la différence de pression. Une fois, le système à l’équilibre électrostatique, c’est à dire, lorque la
différence de potentiel électrique est constante, la pression est descendue par parliers de 0.1 bar
et le potentiel électrique à l’équilibre est enregistré à chaque palier de pression. Le potentiel
zêta de surface de la particule est calculé par l’équation 5.3. L’obligation de mettre un filtre de
chaque côté de la cellule afin d’y maintenir nos particules rend le résultat obtenu plus délicat
à interpreter que dans le cas d’un milieux poreux unique. En effet, le filtre entraîne lui aussi
une perte de charge. Afin d’avoir une meilleure idée de l’effet du filtre, nous avons également
réalisé une expérience avec le filtre sans particules. La conductivité et la viscosité du milieu sont
analysées en continu par l’appareil. Dans le cas de l’expérience avec le filtre seul, la conductivité
est de σ = 0.113 mS.cm−1 et la viscosité dynamique de µ = 1.12705 mPa.s−1. Dans le cas
de l’expérience avec le filtre et particules, σ = 0.125 mS.cm−1 et µ = 1.00268 mPa−1. Les
deux valeurs sont très légèrement différentes, certainement parce que les deux expériences ont
été réalisées à des températures différentes. La figure 5.8 présente, pour les deux expériences, la
variation du potentiel électrique en fonction de la pression appliquée. On peut constater qu’il
s’agit bien de droites. A un système de milieu poreux donné, la potentiel zêta est constant et
la pente de la droite représente la valeur E/P . En utilisant la méthode des moindres carrés,
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Figure 5.8 – Potentiel de l’écoulement v.s. pression. + : filtre seul, × : billes de verre avec filtre
l’évolution ∆φ = f(∆P ) peut être estimée par les équations suivantes :
– système filtre seul
∆φ = −0.1515∆P − 5.1293 (5.4)
– système filtre plus particules
∆φ = −0.2690∆P − 6.5319 (5.5)
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La porosité du paquet de bille de verre, calculée par le test de Washburn, est de 0.59. Elle
correspond à un rayon capillaire re = 630 nm. Pour l’électrolyte [KCl = 10−3 M ], la longueur de
Debye κ−1 est de 9.61 nm. La condition re/κ−1 ≤ 1 est donc satisfaite. L’équation de Helmholtz
Smoluchowski est utilisable dans notre cas.
Etant donné les conductivités, les potentiel-ζ sont calculés à partir de l’équation 5.3 :
– système filtre seul
ζf =
∆φ
∆P
σµ
ǫ0ǫr
=
−0.1515× 0.113× 1.00268× 106
8.854× 80 = −24.25 mV (5.6)
– système filtre plus particules
ζf+P =
∆φ
∆P
σµ
ǫ0ǫr
=
−0.2690× 0.125× 1.12705× 106
8.854× 80 = −53.52 mV (5.7)
On peut constater que les deux valeurs obtenues sont de même signes, mais sensiblement
différentes. La présence du filtre a donc un influence non négligeable sur le mesure du potentiel
zêta. De façon très grossière, on peut dire que les particules sont chargées négativement, ce qui
correspond aux données de la littérature : le potentiel zêta de Yordan & Yoon (1989) pour une
surface de silice immergée dans une solution dodecyl amine hydrochloride ([DAH] = 0.01 mM)
à pH = 10 donne une valeur de −20 mV , et l’étude expérimentale de Nguyen et al. (2006a)
donne ζp = −35 mV pour des particules en verre.
Une analyse plus poussée pourrait être menée en essayant de réaliser les deux expériences
avec des valeurs de σ et µ identiques, pries en supposant d’une part l’additivité des pressions à
travers des filtres et du lit de billes, et, d’autre part, l’additivité des potentiels.
5.3 Technique expérimentale
5.3.1 Déroulement d’une expérience
Avant chaque expérience, l’ensemble de la colonne est nettoyé avec l’eau déminéralisée. La
propreté de la colonne est contrôlée aux cinq points d’échantillonnage (voir la figure 5.2) : l’en-
trée d’eau claire dans la colonne S1, la sortie de vidange du fond de la colonne S2, l’entrée
d’alimentation en suspension S3, la sortie de la suspension P4 et la surface libre de la colonne
S5. Le système est considéré opérationnel quand l’eau recueillie après remplissage de la colonne,
contient moins de 18 part.ml−1. Cette valeur correspondant au bruit de fond sera discutée au
paragraphe 5.3.3.1.
Une fois le dispositif propre, le bac de réserve est rempli et la suspension est préparée dans
le bac spécifique. Le remplissage de la colonne à l’eau claire est effectué jusqu’au raz du haut
du collecteur cônique. Durant ce remplissage, un échantillon de l’eau arrivant dans la colonne
est prélevé en S1. Cet échantillon sert de référence pour compter les particules dans les autres
échantillons. La fréquence d’injection des bulles est alors réglée, grâce au pousse-seringue au-
tomatique. La taille, la vitesse et la trajectoire des bulles injectées sont mesurées à l’aide de
caméras CCD.
Ensuite, les guillotines G1 et G2 sont fermées, l’eau claire est recirculée entre la zone de
capture Z2 et le bac de préparation B2 (rempli avec l’eau déminéralisée au début d’expérience)
pendant 5 minutes à l’aide d’une pompe à palettes. Les bulles continuent d’être émises, mais
sont capturées par une coupelle renversée. Ce dispositif a été ajouté à l’installation de V. Sar-
rot, car il était difficile de redémarrer correctement le bullage, ce qui conduisait à la perte d’un
nombre important d’expériences. En même temps, le compteur de particules est relié avec la
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colonne aux points S1 et S4. A l’entrée du compteur, le débit est maintenu à 100 ml.min−1. La
concentration de particules dans l’eau recirculée est mesurée par ce compteur. Puis, la poudre de
billes de verre (1.5− 2.5 g) est ajoutée dans le bac de préparation. Afin d’avoir une homogénité
en particules partout dans la zone de capture, la recirculation de la suspension est maintenue
pendant 15 min (temps nécessaire pour mesurer une concentration en particules constante dans
la zone de capture). Ensuite, la pompe P s’arrête et l’expérience de capture doit alors débuter
immédiatement, pour ne pas laisser le temps à la suspension de décanter.
Les vannes guillotines sont alors ouvertes. Les bulles injectées par le capillaire, après retrait de
la coupelle qui les captait, peuvent alors traverser entièrement la colonne. Les particules capturées
par les bulles et libérées à la surface sont entraînées par un léger courant dans le collecteur P5.
Ce léger courant est créé par un faible débit d’eau claire de l’ordre de 50 ml.min−1. Le nombre
de bulles injectées est compté manuellement. Après l’arrêt de l’injection des bulles, le débit du
courant entraînant les particules est augmenté, afin de collecter toutes les particules amenées à
la surface libre de capture.
5.3.2 Caractérisation des bulles
5.3.2.1 Fréquence d’injection des bulles
Nous rappellons que l’objectif de notre expérience est de mesurer l’efficacité de capture de
particules en suspension par une bulle isolée sans interaction hydrodynamique entre les bulles
successives. Quel que soit le degrè de contamination de la bulle, les études numériques de Sarrot
(2006) montrent que le sillage de la bulle peut être considérée comme dissipé complètement à
partir d’une distance supérieure à 50 rb (rb est le rayon de la bulle). Alors, la fréquence maximale
d’injection des bulles est donnée par
fmax =
Ut
50rb
(5.8)
Cette fréquence maximale correspond à un débit Qmax :
Qmax = fmax
πd3b
6
(5.9)
Par exemple, les débits convenables pour des bulles propres de 0.5 mm et 1mm de diamètre
sont de 30 µl.min−1 et de 300 µl.min−1, respectivement.
5.3.2.2 Analyse des images
La caractérisation des bulles est faite par analyse d’images prise par une caméra CMOS
modèle PCO 1200HS équipée d’un objectif Nikon de 55 mm de longueur focale. La caméra est
directement montée sur le chassis du dispositif expérimental. Les images sont prises par ombro-
scopie en eau claire. L’éclairage est placé en face de la caméra, au travers d’un papier calque
qui diffuse la lumière émise par une lampe halogène de 1000 W . Les images sont prises en haut
de la zone d’injection des bulles, juste au dessous de la vanne de séparation, afin de vérifier que
la bulle a atteint sa vitesse terminale. Une tige de 2 mm de diamètre placée dans la colonne
permet de vérifier que les bulles injectées sont de même taille.
L’analyse des images est réalisée avec le logiciel Matlab. Les diamètres horizontal ∆x et
vertical ∆y de la bulle sont mesurés pour calculer le diamètre équivalent de la bulle.
dexpb =
3
√
(∆x)2∆y (5.10)
L’erreur de mesure sur le diamètre s’établit à 2 pixel. Une bulle de 1 mm de diamètre ayant sur
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les images une taille d’environ 55 pixels, le diamètre des bulles est évaluée avec une incertitude
de 0.036 mm soit 3.6 %.
La vitesse d’ascension de la bulle U expt est obtenue à partir des images successives dont la
fréquence f de prise d’image est connue.
U expt = ∆h/∆t = ∆h · f (5.11)
où ∆h est la distance entre deux bulles. L’imprécision sur la mesure de la vitesse provient de
la mesure de ∆h. L’erreur de mesure étant de 4 pixels, pour une bulle propre de 1 mm de dia-
mètre, ayant une vitesse d’ascension de 300 mm.s−1, l’erreur de mesure s’établit à 3.6 mm.s−1
soit 1.2 %.
A partir des mesures de la taille et de la vitesse de la bulle, nous pouvons alors déterminer
le nombre de Reynolds Reexpb :
Reexpb =
ρf (T )d
exp
b U
exp
t
µf (T )
(5.12)
où ρf (T ) et µf (T ) sont la masse volumique et la viscosité dynamique de l’eau, respectivement,
qui sont des fonctions de la température relevée au cours de l’expérience. L’erreur commise sur
l’évaluation du Reexpb s’établit finalement à 5 %.
Le coefficient de traînée Cexpd est également calculé par l’expression :
Cexpd =
4
3
dexpb g
(U expt )
2
(5.13)
Cette expression repose sur l’hypothèse que la traînée et la flottabilité s’équilibrent au moment
de la mesure, ce qui est le cas, car la prise d’images est effectuée à la position où la bulle a atteint
sa vitesse terminale en eau claire, ce qui est vérifié expérimentalement. Cette valeur de Cexpd nous
permet de déterminer le niveau de contamination des interfaces des bulles, en le comparant aux
résultats obtenus par DNS pour une taille de bulle identique.
5.3.3 Comptage des particules
La mesure est réalisée avec un compteur de particules modèle PCX de la société MET ONE
piloté par ordinateur. Cet appareil mesure l’extinction de lumière. Le liquide traverse une cellule
de mesure, dans laquelle chaque particule passant croise un faisceau Laser, produisant une ombre
perçue par un détecteur de lumière. Selon leur grosseur, la lumière est atténuée plus ou moins
fortement, permettant ainsi de déterminer la taille en même temps que le nombre (voir la figure
5.9).
Le compteur permet de dénombrer les particules de diamètre dp de 5 à 750 µm, en les ré-
partissant dans six classes de taille. Ces classes de taille ont été définies lors de la construction
de l’appareil et ne sont pas modifiables. Les nombres de particules comptées sont donnés pour
les 6 conditions : dp > 5 µm, dp > 15 µm, dp > 25 µm, dp > 40 µm, dp > 56 µm, dp > 75 µm.
Par différence, on a alors accès à la répartition du nombre des particules dans les classes de
taille bornées par ces mêmes valeurs. L’appareil ne fonctionne pas en continu. Les mesures sont
effectuées périodiquement, pendant une durée réglable par ordinateur. Pour que le système de
comptage fonctionne correctement, le nombre total de particules par unité de volume ne doit pas
dépasser 16000 particule.ml−1 et le débit du liquide est fixé par le constructeur à 100 ml/min.
De plus, le nombre total de particules comptées lors d’une mesure est limité à un million, ce qui
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Figure 5.9 – Compteur de particules
complique la procédure de comptage.
Les mesures du compteur de particules sont comparées à la répartition en nombre du lot N◦1
déterminée avec le granulomètre Laser MALVERN, en prenant le même échantillon. Comme le
montre la figure 5.10 et le tableau 5.2, on constate que le nombre de particules de classe 5−15 µm
et de classe 40 − 56 µm donné par le granulomètre Malvern est largement supérieur à celui du
compteur. Par contre, une concordance est observée pour la classe de 15−25 µm et de 25−40 µm.
Il est difficile de déterminer avec exactitude l’origine de cet écart. Plusieurs possibilités ont été
envisagées (par exemple la présence de micro bulles dues à une forte agitation en injectant
l’échantillon dans le granulomètre, ou une légère agglomération des petites particules lors de la
mesure), sans qu’aucune expérience n’ait conduit à valider complètement ces hypothèses. De ce
fait, dans la suite, les particules de taille de 5 − 15 µm, moins de 10 % du nombre total, sont
exclues de notre étude.
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Figure 5.10 – Comparaison des résultats des répartitions en nombre de particules entre le
compteur de particules MET ONE () et le granulomètre Malvern ().
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Lot1 5− 15 15− 25 25− 40 40− 56 56− 75 > 75
µm µm µm µm µm µm
Compteur 2358 8637 1135 47 2 0
Granulométrie 6150 8331 1352 15 0 0
Ecart 3792 306 217 32 2 0
Erreur relative 62 % 4 % 16 % 68 % 100 % −−
Table 5.2 – Comparaison des résultats des répartitions en nombre de particules
5.3.3.1 Procédures de comptage
Les particules doivent être dénombrées dans 3 situations différentes, une en eau claire pour
déterminer le bruit de fond, une sur la suspension de particules pour en déterminer la concen-
tration et une pour mesurer le nombre de particules capturées. Dans les deux premiers cas, il
s’agit de déterminer une concentration, dans le troisième, de mesurer un nombre de particules.
Les trois cas sont détaillés ci-dessous :
Comptage en eau claire Malgré toutes les précautions mises en oeuvre, l’eau claire contient
une quantité de particules qu’il convient de mesurer afin d’établir ce que l’on peut appeller un
bruit de fond pour les mesures. La mesure se fait par une serie de passages de 20 secondes de
l’eau claire dans le compteur. Chaque passage donne une mesure. Le nombre de particules se
trouvant dans l’échantillon est détecté. Etant donné le débit de passage 100 ml.min−1, on peut
calculer la concentration en nombre de particules. La figure 5.11 montre un exemple de mesure
pour la détermination du bruit de fond dans l’eau pure. La concentration en nombre de par-
ticules reste presque constante au cours des différents passages. Deux classes de particules ont
une concentration relativement élevée par rapport aux autres : 5 − 15 µm et 15 − 25 µm, res-
pectivement autour de 13 p.ml−1 et 4 p.ml−1. Pour les autres classes de taille, la concentration
est inférieure à 1 p.ml−1. Le résultat n’est pas surprenant, car l’eau déminéralisée est filtrée à
1 µm. De plus, il est connu que les systèmes d’échange d’ions permettant la déminéralisation
relarguent quelques très fines particules arrachées aux résines.
Mesure de la concentration des particules dans la suspension Le deuxième cas concerne
la mesure de la concentration en nombre de particules par unité de volume dans la zone de
capture. Dans la méthode utilisée antérieurement par Sarrot et al. (2005), le remplissage avec
la suspension est fait en introduisant par la suspension par le bas de la zone de capture, en
chassant l’eau propre qui l’occupe. Cette dernière s’échappe par une surverse située en haut de
la zone. Pendant le remplissage, les deux milieux se mélangent (l’eau claire et la suspension).
Afin de déterminer au plus près la concentration en particules dans la zone de capture, deux
prélèvements sont faits à l’entrée et à la sortie de la zone. La concentration de suspension est
considèrée comme la moyenne des concentrations de ces deux échantillons. Cette méthode peut
donner des erreurs relativement importante, car la différence entre les deux échantillons peut
atteindre jusqu’à 200 % (Sarrot, 2006). De ce fait, la procédure de remplissage de la zone de
capture a été modifiée, pour notre étude ainsi que la méthode de comptage. Comme décrit
précédement, la suspension est préparée dans un bac de remplissage. L’alimentation se fait
par recirculation de la suspension entre la colonne et le bac de préparation jusqu’à obtention
d’une suspension homogène et une concentration constante. Afin de déterminer au plus près la
concentration en particules dans la zone de capture, le compteur est connecté à l’entrée, et à la
sortie de la zone.
Comme Sarrot (2006) nous avons constaté que l’agitation dans le bac de préparation, ainsi
que la recirculation entre les deux zones peuvent créer des micros-bulles. Ceci augmente artifi-
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Figure 5.11 – Concentration en nombre de particules Cp de l’eau déminéralisée en fonction du
temps t. ◦ : 5− 15 µm, ∗ : 15− 25 µm, + : 25− 40 µm, ⋄ : 40− 56 µm, × : 56− 75 µm.
 
 
 
 
!
!
!
!
        !!!!!!!!   !!!
Agitateur
Bac de
Préparation
Pompe
Compteur de particules
Z
o
n
e
d
e
c
a
p
tu
re
Colonne de flottation
Figure 5.12 – Procédure de remplissage
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ciellement la concentration en particules mesurées par le compteur, parce que le compteur ne
fait pas la différence entre une bulle et une particule. Nous avons donc essayé de déterminer les
meilleures conditions pour éviter l’influence de ce phénomène sur la mesure de la concentration
en particules dans la suspension en mesurant le “bruit de fond” engendré, puis en le compa-
rant au nombre de particules dans la suspension. La figure 5.13 montre l’influence de la vitesse
d’agitation dans le bac de préparation sur la distribution de taille de particules en abscence de
billes de verre. On constate qu’il n’y a pas d’effet de la vitesse de rotation de l’agitateur tant
qu’elle reste inférieur à 500 rpm. Ce premier constat nous conduit à limiter la vitesse d’agitation.
Figure 5.13 – Distribution de taille de particules à différents vitesses d’agitation. V : représente
la vitesse de rotation d’agitateur dans le bac de préparation de suspension.
Afin de connaitre le bruit de fond en présence de la recirculation de la suspension une
deuxième expérience a été réalisée consistant à effectuer le comptage lors de la recirculation
d’eau claire. Les résultats de cette expérience au cours du temps sont présentés sur la figure
5.14. En comparant les mesures avec celles en eau claire sans la recirculation de la figure 5.11,
nous pouvons constater que la recirculation crée une augmentation de concentration importante
pour la classe 5− 15 µm (de 12 à 70 np/ml) et la classe 15− 25 µm (de 4 à 35 np/ml).
Toutefois, ce bruit de fond est négligeable par rapport au nombre de particules comptées réel-
lement dans le cas de la suspenssion comme le montre l’expérience suivante. Les particules ayant
été ajoutées (masse correspondante à celle utilisée par une expérience de capture) le comptage
est fait périodiquement, toutes les 30 secondes, pendant environ 15 minutes, dès l’ajout des billes
de verre. La figure 5.15 montre l’évolution des concentrations des particules en recirculation au
cours du temps. On peut constater que les concentrations en particules dans les classes de taille
d’intéret pour la mesure sont largement supérieurs au bruit de fond (8000 part/ml) par rapport
à 30 part/ml pour 15 − 25 µm, 1000 part/ml par rapport à < 1 part/ml pour 25 − 40 µm.
Même les plus fines particules (5− 15 µm) sont largement plus nombreuses (2200) que le bruit
de fond correspondant (70) qui avait été jugé important. Cette procédure permet donc bien de
mesurer la concentration dans la suspension, ce qui est une evolution significative par rapport à
l’expérience de Sarrot (2006). De plus, on peut constater sur la figure 5.15, qu’il faut un temps
de l’ordre de 15 minutes pour que les concentrations se stabilisent. La méthode proposée permet
donc de verifier pour chaque expérience cette stabilisation, avant de démarrer le bullage et la
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Figure 5.14 – Evolution de la concentration des particules dans l’eau claire en recirculation. ◦ :
5− 15 µm, ∗ : 15− 25 µm, + : 25− 40 µm, ⋄ : 40− 56 µm, × : 56− 75 µm.
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Figure 5.15 – Evolution des la concentration de particules en récirculation dans la suspension.
◦ : 5− 15 µm, ∗ : 15− 25 µm, + : 25− 40 µm, ⋄ : 40− 56 µm, × : 56− 75 µm.
Dénombrement des particules capturées Il s’agit du comptage du nombre de particules
capturées par les bulles et récupérées dans le récipient cônique situé en haut de la colonne. Dans
ce cas, on a besoin de déterminer un nombre exact de particules ramenées à la surface par les
bulles ayant servi à la capture. Comme le principe de fonctionnement du compteur impose un
débit constant et ne permet pas de passer directement un échantillon complet à cause de l’as-
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piration de bulles, la mesure est réalisée par une succession de mesures, entrecoupées par des
rajouts d’eau pure pour reconstituer un échantillon de volume suffisant après homogénéisation.
Pour des raisons pratiques, 200 ml de l’échantillon prélevé à la surface de la zone de nettoyage
sont d’abord passées dans le compteur, puis 200ml d’eau claire sont rajoutés au reste de l’échan-
tillon. Les particules sont remises en suspension à l’aide un barreau aimanté. A nouveau, 200 ml
de cette nouvelle suspension sont passés dans le compteur. L’opération est renouvelée jusqu’à ce
que la concentration en particules corresponde à celle de l’eau claire (bruit de fond).
La figure 5.16a représente pour chaque classe de taille, l’évolution du nombre Np de particules
dans les échantillons successifs. Comme les volumes des échantillons ne sont pas constants dans
tous les cas, nous avons représenté en abscisse le volume cumulé Vcum passé. Nous constatons que
les premiers passages contiennent beaucoup de particules. Au fur et à mesure des dilutions suc-
cessives, la concentration mesurée se rapproche de la teneur dans l’eau propre. Afin de connaître
le nombre exact de particules capturées, on remonte au nombre de particules dans l’échantillon
inital en sommant les nombres de particules mesurés à chaque passage, et en retranchant à cette
somme le bruit de fond. On constate sur la figure 5.16b que cette valeur converge bien vers une
valeur constante, qui représente le nombre total des particules capturées.
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Figure 5.16 – Détermination du nombre Np de particules capturées en fonction du volume
cumulé Vcum entre différents passages. ◦ : 5 − 15 µm, ∗ : 15 − 25 µm, + : 25 − 40 µm, ⋄ :
40− 56 µm, × : 56− 75 µm.
5.4 Résultats et discussion
5.4.1 Conditions expérimentales
Les conditions expérimentales sont résumées dans le tableau 5.3. La température de l’eau est
comprise entre 19◦C et 27.4◦C. En conséquence, la masse volumique de l’eau varie entre 998.49
et 996.48 kg.m−3, et la viscosité dynamique entre 0.001028 et 0.000844 Pa.s. Ces variations
sont liées aux fluctuations de température, et sont prises en compte pour le calcul du nombre
de Reynolds de la bulle Reb. La conductivité de l’eau varie entre 0.75 et 2.82 µS.cm−1. C’est le
signe d’une très faible quantité d’espèces ioniques en solution. Le nombre de particules détectées
dans l’échantillon témoin d’eau est inférieur à 18 p.ml−1.
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Table 5.3 – Conditions expérimentales
N◦ température conductivité masse volumique viscosité lot N◦ C0 [a] Concentration de la suspension [p.ml−1]
[◦C] [µS.cm−1] [kg.m−3] [Pa.s] [-] [p.ml−1] 15− 25 µm 25− 40 µm 40− 56 µm
1 23.0 1.89 997.62 0.000933 1 16 9267 1748 111
2 24.1 1.89 997.36 0.000909 1 7 8159 1036 42
3 23.6 2.60 997.47 0.000920 1 8 5773 2133 264
4 19.0 0.80 998.49 0.001028 2 9 8569 1133 47
5 22.0 0.75 997.86 0.000955 2 16 8951 1330 61
6 24.4 1.31 997.28 0.000903 2 17 7858 1206 60
7 25.6 1.08 996.97 0.000879 3 10 5091 543 81
8 22.2 0.76 999.84 0.000952 3 18 6245 473 12
9 24.6 2.82 997.23 0.000899 3 9 6815 630 17
10 23.2 1.92 997.57 0.000929 4 5 7446 972 41
11 27.4 2.28 996.48 0.000845 4 8 7335 855 36
12 23.2 2.27 997.57 0.000929 4 8 7576 969 44
[a] concentration en particules dans l’eau déminéralisé (bruit de fond)
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5.4.2 Caracterisation des Bulles
5.4.2.1 Nombre de Reynolds
Le nombre de Reynolds des bulles Reb varie entre 16 et 631. Pour la moitié des expériences,
Reb dépasse 250, valeur au delà de laquelle, une bulle d’air en ascension dans l’eau se déforme.
Nous constatons effectivement que dans ce cas-là l’excentricité est supérieure à 1. Cependant, à
part pour l’expérience N◦1, la trajectoire des bulles reste rectiligne, en accord avec la litterature.
Pour l’expérience N◦1, nous observons une déformation importante de la bulle avec un nombre
de Reynolds de 631. L’écoulement décolle derrière la bulle et le mouvement de la bulle devient
oscillatoire et sous forme d’hélice. Nous avons quand même gardé ce resultat.
5.4.2.2 Coefficient de traînée
Le coefficient de traînée est déterminé à partir de l’equation 5.13 (p.131). La figure 5.17
présente l’ensemble des couples expérimentaux (Reexpb , C
exp
d ). La valeur du coefficient de traînée
Cd d’une bulle est un indicateur de la contamination de l’interface.
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Figure 5.17 – Coefficient de traînée en fonction du nombre de Reynolds de bulles. ∗ :
points expérimentaux, — : bulle propre θcap = 180◦ (Mei et al., 1994), · · · : sphère solide
(Schiller & Nauman, 1935), −− : θcapt = 135◦, − · − : θcap = 120◦ (Sarrot, 2006).
Dans l’objectif d’évaluer le degré de contamination de la surface des bulles produites dans
chaque expérience, nous avons tracé sur la figure 5.17 l’évolution du coefficient de traînée d’une
sphère solide en fonction du nombre de Reynolds donné par la corrélation de Schiller & Nauman
(1935), ainsi que celle d’une bulle propre obtenue par Mei et al. (1994). Nous constatons que les
points expérimentaux sont plus proches de la courbe réprésentative du comportement d’une bulle
propre. Ceci signifie que les interfaces sont peu contaminées. Afin d’estimer plus précisément le
niveau de la contamination de l’interface, deux courbes (Cd = f(Reb)) obtenue par simulations
numériques (Sarrot, 2006) sont tracées sur la même figure 5.17 pour θcap = 135◦ et θcap = 120◦.
Les points expérimentaux sont regroupés autour de la courbe θcap = 135◦ et ne depasse pas
à celle à θcap = 120◦. On peut alors considérer que l’angle de contamination est de lordre de
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135◦. D’après les résultats des simulations, ce niveau de contamination reste faible vis à vis
du processus de collision. On pourra considerer que la capture s’effectue avec une efficacité
équivalente à celle d’une bulle propre.
5.4.2.3 Vitesse d’ascension
Les vitesses Ub d’une bulle de diamètre dp = 0.59 mm en ascension dans l’eau claire et dans
la suspension ont été mesurées à différents hauteurs (H) de la zone de capture. Les résultats
sont présentés sur les figures 5.18. On constate que dans l’eau claire, Ub reste constante le long
de la colonne. Elle est égale à celle mesurée dans la zone de créaction des bulles. Cependant,
en présence de particules en suspension dans l’eau, une diminution importante d’environ 10 %
de la vitesse de bulle est observée sur les 15 cm d’ascension. Deux effets permettent d’expliquer
la decroissance de la vitesse au cours de la capture. D’une part, cette diminution de Ub montre
que la bulle a capturé une certaine quantité de particules. Ces dernières ajoutent une masse
supplémentaire à celle de la bulle. Par conséquent, la flottabilité de la bulle est réduite. D’autre
part, les particules capturées sont transportées par la vitesse de glissement de l’interface et se
concentrent à l’arrière de la bulle. La surface couverte par les particules est donc immobilisée
par cette accumulation de particules. Ce changement de condition à l’interface conduit à une
augmentation significative de Cd. Dans le paragraphe 5.2.1.2 (p.122), nous avons discuté de
l’influence de la concentration de la suspension sur la vitesse d’une bulle. Avec la concentration
maximale de 16000 part.ml−1 sur 30 cm de hauteur d’ascension, les particules capturées par
une bulle ne devraient modifier que de 2 %. La force de flottabilité est de 17 % la couverture de
l’interface. L’association de ces deux aspects peut entrainer peut être un effet plus important.
Nous conserverons toutefois comme vitesse de référence dans ce chapitre la vitesse de bulle
mesurée dans la zone de création des bulle en eau claire, car la mesure de la vitesse dans zone
de capture n’a pas été réalisée pour chaque expérience, car nous ne disposions que d’une camera
rapide. Nous tenterons dans le chapitre suivant d’utiliser cet effet pour développer une nouvelle
méthode d’évaluation de l’efficacité de capture, dans une autre installation, avec cette fois deux
cameras rapides.
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Figure 5.18 – Vitesse d’ascension d’une bulle de taille de dp = 0.59 mm dans la zone de capture
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5.4.3 Efficacité de capture
Cette section traite du calcul des efficacités de capture pour l’ensemble des points expéri-
mentaux. Par définition, l’efficacité de capture Ecapt est le rapport entre le nombre de particules
capturées ncapt par une bulle et le nombre de particules n0 présentes initialement dans le volume
balayé par cette bulle.
Ecapt =
ncapt
n0
(5.14)
Le nombre de particules capturées ncapt par une bulle est tout simplement le nombre total de
particules capturéesNp dans le réceptacle cônique mesuré par la méthode présenté au paragraphe
5.3.3.1, divisé par le nombre nb de bulles émises :
ncapt =
Np
nb
(5.15)
Si la concentration initiale C0 des particules est uniforme dans la zone de capture, le nombre de
particules n0 présentes dans le volume balayé par une bulle est le produit de la concentration en
nombre de particules dans la suspension C0 (mesurée par la méthode présentée au paragraphe
5.3.3.1) et du volume balayé Vb :
n0 = C0Vb = C0H
πd2b
4
(5.16)
avec H la hauteur de la zone de capture où est présente la suspension (H = 30 cm). La concen-
tration initiale est calculée pour chaque classe de taille de particules solides. Son évaluation
dans la zone de capture se fait par le compteur de particules, par la procédure présentée au
paragraphe 5.3.3.1 p.133.
Les résultats bruts sont rapportés dans le tableau 5.4. Pour chaque point expérimental, on
retrouve le numéro de l’expérience, la vitesse d’ascension de la bulle Ub, le nombre de Reynolds
Reb, le coefficient de traînée Cd, l’excentricité χ et l’efficacité de collision pour les trois classes
15− 25 µm, 25− 40 µm et 40− 56 µm. Les résultats de la classe 56− 75 µm ne sont pas inclus
dans le tableau, parce que le nombre de particules initales est très faible, et non significatif
pour évaluer la capture. Les particules de la classe 5− 15 µ ne sont pas non plus comptées, car
leur dénombrement n’est pas fiable, à cause du nombre de ces petites particules dans l’eau claire.
5.4.3.1 Influence de dp/db
Dans la littérature, les modèles de collision par interception prédisent que l’efficacité de
collison est proportionnelle au rapport de diamètre des particules et des bulles dp/db pour les
bulles propres (Sutherland, 1948; Weber & Paddock, 1983; Nguyen, 1998; Sarrot et al., 2005;
Legendre et al., 2009) ou au carré de (dp/db)2 pour les bulles complètement contaminées (Gaudin,
1957; Flint & Howerth, 1971; Sarrot et al., 2005; Legendre et al., 2009). On constate que les ré-
sultats expérimentaux ne respectent pas toujours cette variation. Sur la figure 5.19, nous avons
tracé l’efficacité de capture mesurée en fonction du rapport de taille dp/db et l’efficacité de colli-
sion correspondante calculée par le modèle de Legendre et al. (2009) pour des bulles propres et
des particules non-inertielles :
Ecapt =
rp
rb
(
1 +
rp
rb
)
f(Reb) (5.17)
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Table 5.4 – Résultats expérimentaux I
N◦ db Ub Reb Cd χ Ecapt Stp us
[mm] [mm/s] [−] [−] [−] 15− 25 25− 40 40− 56 15− 25 25− 40 40− 56 15− 25 µm 25− 40 40− 56
1 1.53 383 631 0.135 1.8 0.0747 0.0826 0.4289 0.0159 0.0408 0.0917 0.0008 0.0020 0.0045
2 1.30 349 495 0.140 1.2 0.3111 0.0193 0.0461 0.0171 0.0437 0.0984 0.0009 0.0009 0.0049
3 1.26 358 495 0.128 1.4 0.0511 0.0129 0.0383 0.0181 0.0463 0.1041 0.0008 0.0008 0.0048
4 0.35 49 16 1.896 1.0 0.1505 0.1695 0.9792 0.0089 0.0228 0.0513 0.0061 0.0061 0.0349
5 0.36 50 18 1.852 1.0 0.1380 0.1160 0.1205 0.0088 0.0226 0.0509 0.0059 0.0059 0.0342
6 0.38 68 28 1.068 1.0 0.9171 0.2139 0.2496 0.0114 0.0291 0.0656 0.0044 0.0044 0.0251
7 0.90 155 158 0.491 1.0 0.6090 0.3394 0.1615 0.0110 0.0281 0.0631 0.0019 0.0019 0.0110
8 1.00 219 245 0.272 1.1 0.6396 0.1374 0.0692 0.0139 0.0356 0.0801 0.0014 0.0014 0.0078
9 1.04 300 328 0.152 1.2 0.2197 0.0523 0.3383 0.0184 0.0470 0.1057 0.0010 0.0010 0.0057
10 1.15 287 351 0.181 1.1 0.5067 0.0870 0.1205 0.0159 0.0408 0.0918 0.0010 0.0010 0.0060
11 0.97 270 307 0.174 1.1 0.2113 0.0505 0.0548 0.0177 0.0452 0.1017 0.0011 0.0011 0.0063
12 0.59 103 66 0.737 1.0 0.4983 0.0602 0.0625 0.0111 0.0285 0.0641 0.0029 0.0029 0.0166
∗ le nombre de Stokes Stp et la vitesse de sédimentation adimensionelle us est calculé en utilisant la taille moyenne de chaque classe.
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avec
f(Reb) =
16 + 3.315Re
1/2
b + 3Reb
16 + 3.315Re
1/2
b +Reb
On peut constater que malgré une dispersion de nos resultats, les points expérimentaux se
regroupent autour des points donnés par le modèle. Si on considère que, d’après les modèles de
collision, l’efficacité peut varier sur trois ordres de grandeur, il est certes positif de remarquer que
l’ordre de grandeur est respecté. C’est aussi le cas quand on compare nos résultats avec ceux de
la littérature (Nguyen, 1998; Ralston et al., 1999b). Les résultats de Nguyen (1998) sont obtenus
par des mesures directes. Il s’agit de particules de diamètre compris entre 7.3 à 50 µm et de bulles
de diamètre de 0.75 mm. Ses points expérimentaux sont tous au-dessous de nos résultats. Pour
les résultats de Ralston et al. (1999b), afin de pouvoir comparer avec nos résultats, nous avons
choisi les résultats des bulles dont l’angle de contact est de 42◦ et de 73◦, sachant que l’angle
de contact des billes de verre utilisées dans nos études est de 58◦. Le diamètre des particules
est compris entre dp = 5 µm et dp = 60 µm, elles sont capturées par des bulles de diamètre
db = 1.52 mm. On peut remarquer que nos mesures sont bien intermédiaires entre les deux
series d’expériences de Ralston et al. (1999b) pour deux angles de contact très différents. Il faut
noter que Ralston et al. (1999b) trouve une décroissance de l’efficacité de capture avec dp/db
quand l’angle de contact est de 42◦, alors que tous les modèles prédisent que cette efficacité doit
augmenter. Toutefois, il convient de remarquer que, pour ces résultats, le diamètre des bulles
est de 1.52 mm. Les bulles sont alors déformées (ellipsoïdales), d’un facteur d’excentricité χ de
l’ordre de 1.8 comme dans le cas de notre expérience n◦1.
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Figure 5.19 – Efficacité de capture Ecapt versus le rapport de taille dp/db. ◦ : points expérimen-
taux, ∗ : points calculés par l’équation 5.17 ,  : Ralston et al. (1999b) θa = 73◦ et db = 1.52mm,
N : Ralston et al. (1999b) θa = 42◦ et db = 1.52 mm, • : Nguyen (1999) db = 0.75 mm
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5.4.3.2 Influence de la taille de bulle
Les figures 5.20, 5.21 et 5.22 représentent les efficacités de capture en fonction de la taille de
bulle pour les trois classes de particules dp = 15− 25 µm, dp = 25− 40 µm, dp = 40− 56 µm.
On constate que les points expérimentaux sont là aussi dispersés. Cependant une tendance rela-
tivement nette se dégage : pour les trois classes de taille de particules, on observe que l’efficacité
de capture diminue avec l’augmentation du diamètre des bulles, ce qui est en accord avec les ré-
sultats de Reay & Ratcliff (1973); Anfruns & Kitchener (1977); Weber (1981); Nguyen & Kmet
(1992).
Comme le montrent les résultats concernant les coefficients de traînée examinés plus haut,
l’angle de contamination des bulles est autour de 135◦, ce qui signifie que la partie supérieure de
la surface des bulles est propre et mobile. Comme la collision n’aura lieu que dans cette partie,
le comportement de l’efficacité doit être très proche de celui d’une bulle propre. Nous avons
essayé de comparer nos résultats expérimentaux avec ceux du modèle de collision proposé par
Legendre et al. (2009). L’efficacité de collision obtenue d’après l’équation 5.17 est tracée pour
les deux tailles extrèmes de chaque classe de particules sur les figures 5.20, 5.21 et 5.22.
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Figure 5.20 – Efficacité de capture Ecapt en fonction de la taille de la bulle db pour les particules
de taille de dp = 15 − 25 µm. ◦ : points expérimentaux, −− : Eq. 5.17 pour dp = 15 µm, — :
Eq. 5.17 pour dp = 25 µm.
Pour les classes de taille 25 − 40 µm et 40 − 56 µm, un bon accord est observé entre les
résultats expérimentaux et le modèle de collision. En effet, l’ordre de grandeur de l’efficacité
est retrouvé, rappelons que d’après les modèles, en fonction des conditions, cette efficacité varie
sur plusieurs ordres de grandeurs. Les points sont situés soit entre les deux courbes extrèmes,
soit légèrement au dessous. Trouver une efficacité de capture inférieure à l’efficacité de collision
devrait être logique. En effet, l’efficacité de capture est le produit de l’efficacité de collision par
les efficacités d’attachement et de stabilité (résistance au détachement) qui sont toutes les deux
inférieures ou égales à l’unité. Cependant pour les particules entre 15 et 25 µm, certains points
expérimentaux sont nettement supérieurs aux efficacités de collision données par l’équation 5.17.
On pense que l’incertitude de mesure devient importante, car la concentration en particules est
trop faible. Dans les études expérimentales de Hewitt et al. (1994); Ralston et al. (1999b), cette
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Figure 5.21 – Efficacité de capture Ecapt en fonction de la taille de la bulle db pour les particules
de taille de dp = 25 − 40 µm. ◦ : points expérimentaux, −− : Eq. 5.17 pour dp = 25 µm, — :
Eq. 5.17 pour dp = 40 µm.
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Figure 5.22 – Efficacité de capture Ecapt en fonction de la taille de la bulle db pour les particules
de taille de dp = 40 − 56 µm. ◦ : points expérimentaux, −− : Eq. 5.17 pour dp = 40 µm, — :
Eq. 5.17 pour dp = 56 µm.
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concentration est d’environ de 0.05−0.20 % en masse, alors que dans notre cas, la concentration
en masse ne dépasse pas 0.02 %. Nous avons maintenu ce niveau de concentration afin d’être
certain que, d’une part, la capacité de comptage du compteur de particules n’était pas dépassée,
et d’autre part, que les particules capturées ne modifient pas de façon trop importante les condi-
tions hydrodynamique de capture : la vitesse d’ascension des bulles peut être en effet affectée
par la masse supplémentaire due aux particules et le changement des conditions à l’interface. Les
expériences de Hewitt et al. (1994) et Ralston et al. (1999b) étant réalisées dans des suspensions
beaucoup plus concentrées et sur des hauteurs de suspension du même ordre de grandeur que la
notre, on peut se poser la question du respect dans leur cas de ces conditions.
5.5 Conclusion
Dans ce chapitre, une première d’expérience délicate de mesure de l’efficacité de capture de
particules par des bulles a été présentée. Les expériences se caractérisent par le contrôle ou la
mesure des paramètres régissant la capture, le nombre de Reynolds des bulles (16 < Reb < 631),
le rapport de taille des particules et des bulles (0.01 < dp/db < 0.16). Le niveau de contami-
nation des interfaces de bulle a été évalué au dessous de 120◦ par la mesure du coefficient de
traînées des bulles.
Ce dispositif, mis en oeuvre par Sarrot (2006), a permis de mesurer l’efficacité de capture de
bulles isolées produites en trains de bulles successives n’interagissant pas entre elles, tout en per-
mettant l’acquisition systématique des paramètres ci-dessus. Pour améliorer la performance de
l’expérience, une nouvelle procédure de préparation de la suspension de particules a été mise en
place : les particules sont lavées afin de mieux contrôler l’hydrophobicité des particules. L’angle
de contact mesuré au test de Washburn s’établit à 50◦. La recirculation de la suspension permet
d’obtenir une concentration de particules homogène dans la colonne ; le comptage est fait en
ligne pour donner une mesure plus précise.
Les résultats montrent que l’efficacité de capture augmente avec le rapport de taille des
particules et des bulles (dp/db). Cette tendance générale est en accord avec celle des modèles
d’efficacité de collision de la littérature. Après confrontation de nos résultats avec ceux de Nguyen
(1998); Ralston et al. (1999b), nous obtenons des ordres de grandeur comparables. Cependant,
les résultats restent dispersés et certains d’entre eux sont anormalement supérieurs à l’efficacité
de collison Ecoll. Cette dispersion des résultats peut être due à une concentration insuffisante des
particules dans la suspension pour pouvoir obtenir une efficacité statistiquement représentative.
L’incertitude des comptages par le compteur de particule peut aussi conduire à cette dispersion
des résultats.
Or, une diminution importante de la vitesse d’ascension des bulles est observée pendant
qu’elles traversent la zone de capture. Cette diminution est liée à l’alourdissement de la bulle
due aux particules attachées à l’arrière de la bulle, ainsi qu’au changement de la condition à
l’interface qui engendre une augmentation de la force de traînée.
D’autre part, malgré tous les efforts, certaines difficultés dus à la conception du dispositif
expérimental sont impossibles à franchir. Par exemple, la colonne est non démontable et très
difficile à nettoyer ; l’interruption d’injection des bulles pendant le remplissage de la suspension
fait varier la taille de bulles produites ; le dénombrement des particules capturées est délicat et
exige du temps. Compte tenu de toutes ces difficultés expérimentales et de la possibilité d’établir
une relation entre la vitesse Ub, le niveau de contamination de la surface de bulle θcap, la traînée
Cd et l’efficacité de capture Ecapt, nous avons envisagé de modifier le dispositif expérimental.
Dans le chapitre suivant, cette nouvelle approche est présentée.
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6.1. Introduction
Malgré les améliorations portées à l’installation originale de Sarrot (2006), la méthode de
comptage des particules donne encore des résultats assez dispersés. Dans ce chapitre, les inter-
actions entre des particules et une bulle isolée sont étudiées par visualisation dans une colonne
de flottation en verre en utilisant un capteur d’image haute résolution CMOS, avec un effort
particulier portant sur les mesures de la taille et de la vitesse des bulles. On observe que les parti-
cules glissent à la surface, puis adhèrent à la bulle de façon individuelle ou sous forme d’agrégats
recouvrant ainsi la surface libre à l’arrière de la bulle. Les particules capturées augmentent non
seulement la masse volumique effective de la bulle, mais aussi le niveau de contamination de la
surface (contamination partielle de l’interface). Par conséquent, la vitesse d’ascension de la bulle
ainsi que l’efficacité de capture décroissent le long de la hauteur de la colonne. L’étude porte sur
l’évaluation de la variation de la surface recouverte par les particules captées par la bulle le long
de sa trajectoire à travers la suspension afin de pouvoir en déduire l’efficacité de capture. Une
analyse détaillée est réalisée afin d’étudier la relation entre l’angle de recouvrement, la vitesse
d’ascension et l’efficacité de capture à différentes hauteurs. Cette nouvelle approche expérimen-
tale donne un ordre de grandeur sur l’efficacité de capture en accord avec le modèle déduit de
la simulation numérique.
Comme pour le chapitre 4, ce chapitre est rédigé pour un lecteur non francophone, avec
aussi l’objectif d’être publié par la suite. L’introduction résume le contexte bibliographique du
sujet qui est exposé en détail dans les chapitres 1 et 2 mais en français. Le lecteur ayant pris
connaissance de ces deux chapitres peut directement commencer la lecture de ce chapitre par la
section 6.2.
6.1 Introduction
Originated in the mineral industry, flotation as an efficient separation process is actually
used in various industries such as petrochemical refining, pulp and paper manufacturing, food
processing, water treatment, liquid metal purification, etc. In most of these situations, the se-
peration process is realized by creating swarms of tiny air bubbles mechanically in a mixer or
a sparger, or electrolytically, in a liquid tank or column containing the particles to be removed.
Bubbles preferentially attach to hydrophobized paticles and transport them to the froth layer
at the liquid surface, where they are removed by skimming devices. There are two principal
classifications of flotation depending on the bubble size. In microbubble flotation the bubbles
are typically 30 ∼ 70 µm in diameter. In dispersed air flotation the bubbles are on the order of
1 mm in diameter.
The key of the flotation process is the bubble particle capture, which has been generally
treated as a sequence of three subprocesses (Jameson et al., 1977; Schulze, 1989; Ralston et al.,
1999a). The total capture efficiency is usually seen as the product of these three successive
steps, Ecapt = Ecoll · Eatt · Estab , with Ecoll is the collision efficiency, Eatt is the attachment
efficiency and Estab the stability efficiency of the bubble-particle aggregate as already presented
in the chapitre 1. The overall capture efficiency can be determined via two different types of
experiment : direct methods and indirect methods.
Direct observation concerns recording it’s trajectory as the particle passes a captive bubble
(Schulze, 1977; Nguyen & Kmet, 1992; Nguyen & Evans, 2004). The critical radius Rc is de-
termined by means of the gradual shifting of the particles releasing point to the axis of the
axisymmetric hydrodynamic flow passing the bubble until the settled particles begin to collide
with and attach to the bubble. The capture efficiency is calculated as the square of the radius
ratio Ecapt = (Rc/Rb)2. The direct measurement helps one to examine the whole capture pro-
cess, for instance rebounding (Whelan & Brown, 1955), sliding time (Schulze, 1977), or even
liquid film rupture (Nguyen & Evans, 2004). However, this method is limited to weak liquid
flow in order to avoid bubble oscillation. Moreover, because the bubble is held at bottom, the
liquid motion near the interface is also blocked. As a result, bubble’s surface condition is totally
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modified. We can also imagine that it is quite difficult to determine if the particle trajectory
remains in the symmetry plane of the bubble, and, as a consequence, that Rc is not so easily
measured.
Indirect methods allow us to determine the overall collection efficiency of the whole capture
process. By this way, the physico-chemical and hydrodynamics parameters (such as hydrophobi-
city, nature and size distribution of the particles, gas and liquid flow rates, etc.) should be well
defined and controlled, in order to identify the respective influence of different parameters on the
elimination of given solid particles. This is why single bubble experiments are widely adopted
(Reay & Ratcliff, 1973; Dai et al., 1998; Hu et al., 2003; Sarrot et al., 2007). Air bubbles are
injected one by one into the flotation column and then rise through a suspension at rest. So
the local flow field around the bubble isn’t disturbed and more close to the real situation in
flotation machines. Capture efficiency is defined as the ratio of the number of captured particles
over the number of particles initially situated in the volume that the bubble swept. By using
strongly hydrophobic particles, the efficiency of attachment approximately equals unity. Moreo-
ver, since the external fluid agitation is absent, at high particle hydrophobicity and at rather
high electrolyte concentration, where the hydrophobe force is strongly attractive and the repul-
sive electrostatic forces are largly reduced due to the double layer compression mechanism, the
particle-bubble aggregate stability is controlled only by thermodynamics ; the stability efficiency
reaches its maximum value for rather small particles (Anfruns & Kitchener, 1977; Hewitt et al.,
1994; Dai et al., 1998; Ralston et al., 2002). Thanks to these experiments, the study of each
flotation sub-process separately becomes possible.
However, among the few single rising bubble experiments, air bubbles with an immobile
surface have traditionally been considered, because traces of surfactive substances (frothers or
collectors) are always present and effectively immobilize the bubble surface. Dai et al. (1998)
have used Milli-Q water (conductivity less thant 0.5 mS) to ensure that experimental water is
free of impurities, in order to compare the experimental results to their collision model for bubble
with mobile surface. Nevertheless, in their experiments, air bubbles are produced directly in the
particle suspension, so the bubble may be contaminated during the bubbling stage. It easily leads
that the rise velocity measured may not be that for a clean bubble. In fact, the bubble-liquid
interface contamination by surfactant agents or by the captured particles themselves plays a
major role in the capture efficiency due to the interface immobilization that modifies the flow
field around the bubble, from clean bubble to fully contaminated bubble behaving as a solid
particle. Research on bubbles with a mobile surface is driven by the observation that the surface
contamination at a rising bubble surface is a dynamic process. The surface contaminants are
swept to the rear surface of the bubble by adjacent water, and, as a result, the forward part
of bubble surface can remain mobile while an immobile or stagnant cap is formed at the rear.
In previous papers, Sarrot et al. (2005) and Legendre et al. (2009) investigated the collision
efficiency by using direct numerical simulation (DNS) of the flow fields around the bubbles. It
is shown that the collision behaviors are given by the flux of particles near the surface which
is controlled by the tangential veloctiy for mobile interface and by the velocity gradient for
immobile interface.
In this work, the whole particle bubble interaction is investigated in a single-bubble glass flo-
tation cell by using visualization with a high speed CMOS image sensor with efforts to measure
bubble size and velocity. The objective is to determine the rate of change in the bubble inter-
face area covered by captured particles along the bubble rising trajectory through the particle
suspension from which it is possible to deduce the capture efficiency.
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6.2 Experimental methods
6.2.1 Materials
The water used for all the experiments is produced by Aquasource ion exchange device.
Tap water is filtered below 1 µm and then de-ionised through two stages ion exchange resin.
The conductivity measured by WTW LR235/01 conductivity sensor ranges between 0.75 and
2.8 µS.cm−1. The surface tension is of 72.8 mN.m−1 at 20◦C measured by GBX 3S-Bal285 Ins-
trument. Bubble coalescence time with the water-air interface is less than 1 second, that indicates
no significant surfactant contamination of the de-ionised water (Dai et al., 1998; Nguyen et al.,
2006a).
Solid particles are spherical glass micro-beads of density 2363 kg.m−3 supplied by Marteau et
Lemarie Co. The particle size ranges between 5 and 75 µm. Their size distribution, determined
by Laser light scatting technique (Malvern Mastersizer 2000) are shown in Tab. 6.1.The volume
weighted mean diameter is d¯p = 21.52 µm and 90 % particles are smaller than 31.17 µm.
Size range Volume fraction
5− 15 µm 17.6 %
15− 25 µm 61.8 %
25− 40 µm 19.8 %
40− 56 µm 0.8 %
56− 75 µm < 0.1 %
Table 6.1 – Glass beads size fractions
Particles advancing water contact θa was measured by the Washburn test. It is showed that
θa = 58
◦ for the original glass beads and θa = 50◦ for particles washed by pure water. This
diminution of contact angle indicates the possible surface contamination from the solid particles
received from the suppliers. We decided to work with particles cleaned up by pure water. Some
tests of the surface methylation in order to improve the particles hydrophobicity have been per-
formed. Details and discussion are given in the annexe C.1. The zeta potential of the glass beads
measured by ZetaCAD apparatus (CAD Instrumentation) is between −24.25mV et −53.52mV .
Calibrated air bubbles are produced by glass capillary tubes, the smallest one having an
internal diameter of 30 µm measured by microscopy (LEICA DM1000). The injection air flow
rate is fixed by an automatic syringe pump (Harvard PHD2000), so that the frequency of the
bubble production can be controlled. DNS for clean bubbles has shown that a distance sepa-
rating two successive bubbles greater than 50 times the bubble diameter is sufficient to avoid
significant disturbances (Sarrot et al., 2005). The air flow rate is fixed to ensure this distance.
In this study, the bubble production frequency is about 5 bubbles per minute when db = 1 mm,
as an example, which is largly sufficient to ensure this distance.
6.2.2 Flotation device
These new single bubble experiments were carried out in a glass column type flotation cell of
internal diameter 5 cm and of height 150 cm, as shown in Fig. 6.1. The whole column is divided
into three parts by two glass three-way taps specially constructed. The bottom of the column
is a 10 cm high bubbling zone where the injection capillary is installed. This section is always
filled with clean water, so that bubbles are produced in clean water, instead of being directly
created in the particles suspension. By this choice, we intend to avoid the capture of a number of
particles during the bubbling process without knowing the amount. This is one of the important
differences compared to the apparatus developped by Hewitt et al. (1995), already adopted in
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the experiment device developped by Sarrot et al. (2005) used in the previous Chapter 5. The
10 cm height ensures that bubbles have enough time to achieve their terminal rise velocity before
entering into the suspension. Note that a db = 1 mm air bubble needs 15 ms to go through 3 cm
height of water to reach 99% of its terminal velocity. For the dp = 25 µm suspended particles,
15 s are necessary to go through 7 cm height of water and to reach their terminal velocity.
The second part of the device corresponds to the capture zone, where the bubbles encounter
the particles in suspension. At the top of the column, a clean zone prevents particles carried by
the wake of the rising bubble from reaching the water surface, where the particles captured by
bubble are released. A special device is used to collect the particles. It consists of a cylindrical
jar whose bottom is replaced by a conical funnel (Fig. 6.2 in detail) similar to that developed
by Sarrot et al. (2005) and presented in Chapter 5.
6.2.3 Experimental procedure
Before each experiment, the whole column is totally cleaned with de-ionized water until the
particle concentration is less than 18 part.ml−1. Dilute (0.03 wt%) particle in water suspension
is prepared in a seperated glass mixing tank, meanwhile the whole volume of the flotation cell is
filled with de-ionized water. The single air bubbles are generated at the bubbling zone with the
three-way taps in open position. Bubbling flow rate is set to the operation condition and a series
of images of the bubbles is recorded in order to measure bubble diameter db and rise velocity
Ub. Next, the two three-ways taps are closed and the particle suspension is introduced by a vane
pump (Johnson Pump F3B-19). This suspesion is recirculated between the capture zone and
the preparation tank till a constant concentration in particle number is obtained by the particle
counter PCX-Model (MET ONE). Next, once the suspension concentration becomes stable, re-
circulation is stopped and the three-ways taps are re-opened. Calibrated bubbles rise through
the capture zone and then pass the clean zone, finally arrive at the water surface and release the
captured particles. By continuously injecting pure water at a very low flow rate at the bottom
of the conical particle collecting system, the released particles at water surface do not settle
down but are carried by the overflow. Water containing the captured particles is later exami-
ned by the particle counter with a procedure similar to the one presented in the previous chapter.
A high speed CMOS camera Photron APX (2000 im.s−1, 1024×1024 pixels2) with a Nikon
105 mm lens was used to record bubbles in the bubbling zone so as to obtain the size and the
terminal rise velocity. Another camera PCO 1200 HS with a Nikon 55 mm lens was installed
to record the bubble rise velocity all along its passing through the suspension. Pixel resolution
was calibrated by imaging a ruler located in the plane of the rising bubbles.
6.2.4 Observation device
Some experiments have been performed for the purpose of observing the interaction between
an air bubble and micro glass beads. The experimental apparatus was initially designed to study
the mass transfer from a single bubble to the surrounding liquid (Dani, 2007). It is constituted
of a convergent, by which a uniform flow field was produced and a rectangular Plexiglass column
(10×20×60 cm3), in which a bubble capture system was set up. This capture system, presented
in Fig. 6.3, is constitued of four 80 µm in diameter thin Nylon lines. These lines cross each other
to form a small diamond grid, where the bubble is blocked. The screws on the leftside are used
to stretch the threads, while the screws on the right are used to adjust the size of the grid for
various bubble sizes (1− 4 mm).
Small air bubbles were released by a needle just under the blocking device as shown in Fig.
6.4. The convergent can generate a uniform water flow with an average velocity up to 10 cm.s−1.
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Figure 6.1 – New flotation glass device – Pilote II
Above this value, the bubble became unstable. PIV measurements have shown that the presence
of the blocking system modified the water velocity near the crossing points of the threads.
Under these points, water velocity decrease maximally 10 to 15 %. Compared to the bubble
fixing system used by Schulze (1977) and later by Nguyen & Kmet (1992), in which bubble was
held at the bottom, the capture grid blocked only bubble’s rising motion but not it’s interface
mobility. The particles suspension was injected at the top of the apparatus far away from the
captured bubble. The injection flow rate was very low in order to avoid the disturbance of the
local flow field or the bubble oscillation (Dani, 2007).
The whole particle-bubble capture process was recorded at high optical magnification by
using a 24X zoom coupled to a Nikon 105 mm lens and to the CMOS video camera PCO
1200HS. The highest resolution of digital image was 5 µm.pixel−1. The recorded images were
analyzed by image processing using Matlabr. Simular observations were performed in the single
bubble flotation cell. Instead of the four lines bubble fixing system, a simple glass slice is placed
at the upper clean zone to block the bubble particles aggregates before visualisation.
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Figure 6.2 – Experimental device for the measure of collection efficiency
Figure 6.3 – Bubble capture system
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Figure 6.4 – Bubble blocked by the crossing Nylon lines (db ≈ 3 mm)
6.3 Results and discussions
6.3.1 General observation of bubble particle interaction
In each experiment, the size of captive bubble was in the range of 1−3mm and the equivalent
bubble Reynolds number Reb varies between 0 and 50. Fig. 6.5 gives for example an image of
glass beads moving around a captive bubble in quiescent water. As Reb = 0, particles can only
get to the bubble surface by their inertia and the gravity. Several trajectories of particles are
illustrated in Fig. 6.6.
Figure 6.5 – Image of particles moving around a captive bubble (Reb ∼ 0, db = 3.0 mm).
The image recorded shows that in a stagnant liquid, particles sediment almost along a straight
towards the captive bubble. However the movement of the solid particles creates a slight liquid
flow. For this particular case, the particle velocity has been evaluated at around 150mm/s
by measuring the distance they cover during the time between two successive images. As a
consequence, strictly speaking, the Reynolds number is not really equal to zero. In proximity
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Figure 6.6 – Trajectories of particles past a captive bubble (Reb ∼ 0, db = 3.0 mm).
to the bubble, particle trajectories are deviated due the curvature of the streamlines. As the
Reynolds number due to the imposed liquid flow increases from 0 to 50, the deviation of the
particles becomes a little more significant. Large particles collide with surface due to their inertia,
small particles are taken away by the water flow. Meanwhile, since the Reynolds number is small,
the interception effect remains weak, compared to that of gravity and of inertia.
After collisions, particles slip on the interface. Depending on the collision position, some of
them succeeded in attaching to the bubbble by draining out the liquid film, some not. Those
adhering particles continue their trajectories to the rear part of the bubble due to the water
flow around the bubble and to the gravity. At the bottom of the bubble, they keep moving on
the surface and attempt to rearrange their position and by this way minimize the fully covered
surface area.
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6.3.1.1 Formation of particle bubble aggregates
These glass particles are subjected to competitive heterocoagulation with bubble and agglo-
meration with particles. Under small interparticle cohesive forces condition, particles adhere to
a bubble individually (as shown in Fig. 6.7a) or form a monolayer (Fig. 6.7b). For higher inter-
particle cohesive forces, some particles clusters attach to the bubble surface through one or few
particles (Fig. 6.7c). In some cases, a second layer of particles may attach to the first one (Fig.
6.7d). The same particle-bubble aggregates have been observed in the single bubble flotation cell.
But it is impossible to know if these clusters agglomerate in the liquid before the attachement
or at the bubble interface which means captured by other individual particles already present
on the interface. However, it is known that the cohesive forces between particles is important
for particle-bubble adhesion. Vinke et al. (1991) have shown that if particle-to-particle cohesion
dominates the particles-to-bubble adhesion, the large clusters formed are unable to adhere to
bubbles in water, while if particle-to-bubble adhesion dominates the particle-to-particle cohe-
sion, bubble’s surface can be totally covered by the particles.
Figure 6.7 – Images of small air bubbles covered with micro glass beads (db = 1 mm, dp =
25 − 56 µm). (a) adhesion of a single particle to a gas bubble, (b) monolayer adhesion, (c)
adhesion of a cluster of particles (d) Multilayer adhesion
One of these particle bubble aggregate has been observed using a microscope (Fig. 6.8a). It
concerns a bubble with a monolayer of glass beads. The microscopic examination show in detail
that the bottom of the air bubble is covered by a high packing of particles. So the interface is
immobile within this area and a no-slip condition is offered to the liquid flow on this part of the
bubble-liquid interface. An illustration of the layout of small particles attached to the bottom
of this air bubble is shown in Fig. 6.8b. These observations give an experimental basis to the
application of the stagnant cap modeling of bubble interface contamination in the case of particle
capture. After adhesion, particles slide along the interface under the effect of the surrounding
liquid flow, but also simply under the effect of their weight. When the bubble is rising, we can
easily imagine that the sliding and the accumulation of particles to form a “particle-cap” is more
efficient due to the liquid velocity at the bubble interface.
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(a) (b)
Figure 6.8 – Particles distribution at bubble surface
6.3.1.2 Interface covering
Vinke et al. (1991) have shown that in a three-phase agitated slurry reactors, adhesion of
small particles to gas bubbles can occur and that the fraction of the bubble-surface area covered
by adhering particles to a gas bubble is dependent on the size of particle and bubble, and on the
transport properties of the three-phase system. Here, Vinke et al. (1991) introduced the concept
of bubble coverage defined as the fraction of bubble surface covered with adhering particles to
model the particle to bubble adhesion when a monolayer of particles covers the rear of a bubble.
This bubble coverage is very similar to the concept of interface contamination by reference to
the surface covered by surfactants or other liquid contaminants, where the bubble surface is
divided into two parts (cf. Fig. 6.9) : At the front part, bubble’s surface is clean and can move
with the liquid, so this area is called mobile surface noted as Sm ; meanwhile at the rear part,
bubble’s surface is contaminated and behaves as a “stagnant cap”, that is called immobile surface
and noted Sim (Sadhal & Johnson (1983), see also Chapter 2). In this model, bubble surface
contamination is characterised via the angle θcap, measured from the front stagnant point to the
boundary of the contaminated zone. θcap varies from 0◦ to 180◦. θcap = 180◦ means that the
whole bubble surface remains free of particles, while θcap = 0◦ means that the bubble is totally
covered by particles.
In order to link the number of particles at the surface to the angle θcap, we consider a spherical
gas bubble with diameter db = 2rb, partially covered by identical particles with diameter dp. All
the particles place at the same height and form a monolayer at the bubble suface. The surface
of the immobile area can be approximately calculated as below :
Sim = 2π(rb + rp)
2(1 + cos θcap) (6.1)
Although a highly packed arrangement covering the bubble surface is shown by the micro-
scopic image (Fig. 6.7d), there is still a small empty space between the particles. The ratio of
the surface occupied by particles to the total surface area (surface fraction φ) depends on the
bubble’s size db and its packing distribution length dii. For the spherical particles regularly dis-
tributed on a planar surface, the surface fraction φ varies from 0.6 to 0.9 according to particles
packing level as it is shown in Fig. 6.10 for very simple models. It should be noted that on real
gas bubbles, the spherical particles may not use this ideal arrangement due to the surface cur-
vature. However, it is impossible to accurately determine φ from an image like Fig. 6.8b because
refraction at the particle interface makes difficult to know where is the edge of the particles, and
because the glass particles are polydispersed.
The bubble’s surface contamination level is an important parameter to the bubble’s motion.
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Figure 6.9 – Schematic view of particles adhering to a gas bubble : formation of a stagnant
cap and distribution of particles on the rear part of the bubble
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Figure 6.10 – Particles distribution at bubble surface, (a) High packing, (b)Medium packing,
(c) Low packing. (Omota et al., 2006)
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On the one hand, these particles adhering increases the bubble’s apparent density, in other
words, bubble’s bouyancy. On the other hand, the immobilization of a part of the interface may
appreciably increase the drag of the bubble. From the hydrodynamics point of view, at θ = θcap,
the condition of interface of the bubble changes from the zero tangential stress τ · n = 0 to
the no-slip condition u = 0. Sadhal & Johnson (1983) have obtained an expression for the drag
coefficient for a partially contaminated bubble Cd(θcap), in which Cd(θcap) is related to the drag
coefficients for fully contaminated bubbles Cimd and clean bubbles C
m
d via a normalized drag
coeffienct C∗d(θcap) :
C∗d(θcap) =
Cd(θcap)− Cmd
Cimd − Cmd
(6.2)
where Cmd is the drag coefficient for a clean bubble given by (Mei et al., 1994) and C
im
d for a
fully contaminated bubble given by (Schiller & Nauman, 1935). The normalized drag coefficient
C∗d(θcap) is written as follows :
C∗d(θcap) =
1
2π
{
2(π − θcap) + sin θcap + sin 2θcap − 1
3
sin 3θcap
}
(6.3)
This model has been derived for creeping flow (Sadhal & Johnson, 1983) but more recently DNS
studies have shown that 6.3 is valid until bubble’s Reynolds number Reb = 300 (see Chapter
2). By using this model, we discuss in the next paragraph about how this surface contamination
or covering affects the bubble rise velocity and can be used to obtain quantitative informations
about the capture efficiency.
6.3.2 Bubble rise velocity
6.3.2.1 Before particle capture
The rise velocity of air bubbles has been measured in pure water at the top of the bubbling
zone to ensure that bubble has achieved its terminal velocity. This velocity U1 is plotted versus
the bubble’s diameter db in Fig. 6.11. These experimental results are also compared to those in
the literature (Levich, 1962; Moore, 1963, 1965; Duineveld, 1995) as well as to Direct Numerical
Simulation results for spherical and ellipsoidal bubbles having both a clean interface (Legendre,
2006). It is seen that the bubbles produced in our experiment can be considered with a clean
or quasi clean interface. For db = 1.15 mm, Ub is obviously affected by the deformation. In
fact, even for small bubbles (db = 0.53 mm), its shape is not perfectly spherical. This small
deformation changes the bubble’s terminal velocity (Duineveld, 1995). The deviation between a
spherical bubble and an ellipsoidal bubble can be seen starting at db ≈ 0.6 mm and grows with
increasing bubbles size. Numerical computations using the JADIM code (Legendre, 2006) show
the same difference of the terminal velocity between a spherical bubble and an ellipsoidal bubble
from db ≈ 0.8 mm.
6.3.2.2 Velocity variation during particle capture
In this section, we would like to discuss about the relationship between the surface contami-
nation or covering and the bubble rise velocity. During each experiment, bubble trajectories in
the particle capture section of the column have been registered by the video camera as to follow
the evolution of bubble rise velocity Ub along the flotation device H. Surface coverage angle
is deduced by the number of captured particles determined by the particle counter described
previously in Chapter 5. Since the space covered by the video camera is limited to 30 cm, all
these experiments have been carried out in the pilot I (see Fig. 6.12, presented also in Chapter
5, where the height of the capture zone is 30 cm).
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Figure 6.11 – Terminal velocity of an air bubble in pure water. −− spherical bubble (Moore,
1963) ; − ·− ellipsoidal bubble (Moore, 1963) ; — spherical bubble Levich (1962) ; • these expe-
riments U1 ;  Bel Fdhila & Duineveld (1995) ; ◦ DNS spherical ; △ DNS ellipsoidal (Legendre,
2006).
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Figure 6.12 – Mesurement of bubble’s rise velocity
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This velocity variation of a bubble of diameter db = 0.97 mm is shown in Fig. 6.13. The
rise velocity in pure water is plotted in the same figure for comparison. We can first notice that
the rise velocity in the deionized water remains almost constant along the height of the column.
Note that for a bubble of diameter db = 0.97 mm, the terminal velocity Ub is measured at the
bubbling zone about 280 mm.s−1. A slight decrease of Ub has been observed, since the water
contains certainly little impurities despite all the cleaning techniques used. However, a significant
reduction of the bubble rise velocity U expb has been recorded after the bubble has passed through
the suspension. Table 6.2 reports the bubble’s rise velocity U1 at the entry (h = 0 cm) and U2 at
the exit (h = 30 cm) of the capture zone filled with the particle suspension and the corresponding
surface contamination degrees θcap obtained by Eq. 2.9 and 6.3 for three different sizes of air
bubbles. Although these bubbles have been slightly contaminated at the entry of the capture
zone, bubbles lost 7− 17 % of their inital rise velocity after having passed through the particle
suspension.
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Figure 6.13 – Evolution of bubble’s rise velocity U expb in the flotation cell (db = 0.97 mm).  :
bubble’s rise velocity in pure water, ◦ bubble’s rise velocity in particle suspension
N◦ db U1 Re
1
b C
1
d θ
1
cap U2 Re
2
b C
2
d θ
2
cap
[mm] [mm/s] [−] [−] [◦] [mm/s] [−] [−] [◦]
1 1.15 290 360 0.178 140.7 248 307 0.243 132
2 0.97 270 307 0.174 147.2 242 275 0.217 140
3 0.59 103 66 0.725 128.4 78 50 1.265 93
Table 6.2 – Variation of bubble’s rise velocity in the capture zone
This bubble’s rise velocity decrease may be explained by two reasons for which the relative
contribution are evaluated in the following.
Additional mass
Firstly, particles adhering to the rear of the bubbles have a certain mass. Compared with
the bubble’s own mass, this additional mass mp may be important depending on the number nip
of captured particles with a diameter dip :
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mp =
∑[1
6
nipρpπ(d
i
p)
3
]
(6.4)
with i representing different particle size ranges (5−15 µm, 15−25 µm, 25−40 µm, 40−56µm,
56− 75 µm). Thanks to the particle collection system and to the particle laser counter, for each
experiment, the number nip of particles captured by one bubble and released at surface have
been recorded, helping us to calculate the increase of bubble’s density. The total volume of the
hetero-aggregate was considered to be identical to the initial bubble volume, because the volume
of particles attached to the bubble remains small in comparison with the bubble volume and
morever hydrophobic particles largely enter the bubble interface. The bubble’s apparent density
can be calculated as :
ρb = ρb0 +
∑(dip
db
)3
ρpn
i
p

 (6.5)
This increase of bubble’s apparent density breaks the balance between the bubble’s buoyancy
force and the drag force. Consequently, bubble’s rise velocity is reduced to achieve a new equi-
librium. This new velocity can be calculated by the following relationship :
U calb =
[
4
3
dbg
Cd
(
ρf − ρb
ρf
)]1/2
(6.6)
In Table 6.3, the mass augmentations mp have been calculated as well as the corresponding
bubble’s final rise velocity Ucal. The bubble’s surface contamination level is supposed to be the
same as its inital value θ1cap that is used to calculate the drag coefficient. By comparing the
bubble’s initial velocity U1 (measured at the bubbling zone) to their final velocity U2 (measured
at the top of the capture zone) given in Tab. 6.3, it is found that U calb is between these two values
and closer to U1, which means that the number of particles captured during the flotation may
be not sufficient to make such a decrease of bubble’s rise velocity. However, bubble’s effective
density can reach more than 200 times its initial density for a bubble of diameter db = 1 mm
totally covered by solid particles of diameter dp = 25 µm and density ρp = 2360 kg.m−3. So the
increase in bubble density may not be neglected in the evaluation of Ub and has to be accounted
for.
N◦ db U2 mp ρb Reb Cd θcap Ucal τ
[mm] [mm/s] [mg] [kg/m3] [−] [−] [◦] [mm/s] [s]
1 1.15 248 1.59× 10−2 21.41 354 0.180 141 285 0.041
2 0.97 242 7.40× 10−3 15.15 302 0.178 147 266 0.032
3 0.59 78 1.15× 10−2 107.84 60 1.398 128 94 0.013
Table 6.3 – Correction of bubble’s rise velocity by accounting bubble’s effective density
Interface covering
Secondly, as discussed above, the captured particles immigrate along the interface and ac-
cumulate at the rear of the bubble due to the interface mobility. The interface, as a result, is
divided into one mobile part and one immobile part. This change of surface condition results
in an augumentation of drag force. Bubble’s relaxation time τ being very short (cf. Tab. 6.3),
by supposing equilibrium between buoyancy and drag forces subjected to the air bubble, it is
possible to deduce the drag coefficients at each instant by measuring the bubble size db and its
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rise velocity U expb :
Cd =
4
3
dbg
(U expb )
2
(
1− ρb
ρf
)
(6.7)
The corresponding contamination level θcap can be then deduced from Eq. 2.9 and 6.3.
Meanwhile, the angle θcap can also be evaluated by another way. Assuming that particles
adhere to a bubble as a monolayer with a high packed arrangement as shown in Fig. 6.9 : di = 2rp
and the surface fraction φs ≈ 0.8. Knowing the number of particles captured by bubbles nip given
by the particle counter, the surface covered by particles is :
Sim =
∑[nipπ(dip)2
4φ
]
(6.8)
For a bubble of diameter db, the clean angle θcal can also be estimated as :
θcal = arccos
[
(Sim − Sm)
(Sim + Sm)
]
(6.9)
In Tab. 6.4, we have recalculated the bubble’s rising U2 velocity at the exit of the capture
zone by using θcap obtained from surface coverage (Eq. 6.8 and Eq. 6.9), while the bubble’s
density is kept to constant ρb = 1.18 kg/m3. Compared to Tab. 6.2, Ucal is now very close to
but still superior to U2.
N◦ db U2 S
im Sm θcap Reb Cd Ucal
[mm] [mm/s] [mm2] [mm2] [◦] [−] [−] [mm/s]
1 1.15 248 0.632 3.494 134 319 0.226 258
2 0.97 242 0.283 2.715 144 296 0.190 259
3 0.59 78 0.403 0.687 105 54 1.082 84
Table 6.4 – Correction of bubble’s rise velocity by accounting for bubble’s surface coverage
These calculations show that both the bubble’s effective density and its surface coverage due
to the particles capture are important to influence the bubble’s motion. In Tab. 6.5, these two
parameters are both taken into consideration for the evaluation of the bubble’s final rise velocity.
N◦ db U2 θcap ρb Reb Cd Ucal
[mm] [mm/s] [◦] [kg/m3] [−] [−] [mm/s]
1 1.15 248 133 21.41 308 0.237 249
2 0.97 242 142 15.15 279 0.208 245
3 0.59 78 100 107.84 48 1.225 75
Table 6.5 – Correction of bubble’s rising velcocity
The values of bubble’s final rise velocity Ucal reported in Tab. 6.5 can then be compared to
U2 given by Tab. 6.2. For the bubbles of diameter db = 1.15 mm and db = 0.97 mm, a good
agreement is achieved. However, for the bubble of diameter db = 0.59 mm, Ucal is 5% lower
than the measuring value U2. In addition to all the hypothesis that are necessary to perform this
estimation, a discrepancy may also comes from the agglomeration of particles. If the clusters
formed at the rear of the bubble surface is attached through only one or few particles (see Fig.
6.7c) or if an aggregate of particles adheres through successive layers (see Fig. 6.7d), effects
of the surface covering could be significantly reduced. In fact, the calculus of the bubble’s rise
velocity is also very sensible to the packing level φ. As it is shown in Tab. 6.6, when φ increases
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from 0.6 to 0.9, the covering surface decreases and bubble rise velocity increases consequently.
This increase may achieve 15%, for instance when db = 1.15 mm.
φ = 0.6 φ = 0.7 φ = 0.8 φ = 0.9
db θcap Ucal θcap Ucal θcap Ucal θcap Ucal
[mm] [◦] [mm/s] [◦] [mm/s] [◦] [mm/s] [◦] [mm/s]
1.15 125 220 129 235 133 249 136 261
0.97 136 223 139 235 142 245 144 254
0.59 84 69 93 72 100 75 105 78
Table 6.6 – Comparision between different particle packing levels φ at the bubble surface
Anyway, this study suggests that it is possible to establish a relationship between the number
of captured particles, the bubble size and its rise velocity during the capture process. So this
method is then applied in the new pilot II to determine the capture efficiencies.
6.3.3 Capture efficiency
Let us consider how to deduce the bubble particle capture efficiency by simply measuring
bubble’s size and its rise velocity with the same assuptions that have been used in the previous
paragraph as follows :
– Spherical bubble of diameter db ;
– Spherical particles with identical size dp and same physical properties ;
– Homogeneous particle concentration C in the suspension ;
– Monolayer adhesion for negligible cohesive forces.
According to its definition, bubble’s capture efficiency Ecapt of a given particle size range
centered on dp is defined as the ratio of the number of particles in the size range dp captured
by one bubble np(dp) over the number of particles np0(dp) initially located in the volume swept
by the bubble. By assuming that the particle concentration C(dp) remains uniform in the whole
capture zone, capture efficiency Ecapt can be written as :
Ecapt =
np(dp)
np0(dp)
=
npt(dp)/nb
C(dp) ·H · πd2b/4
(6.10)
where H is the height of the capture zone, nb is the number of bubbles and npt is the total num-
ber of particles collected during each experiment. Equation (6.10) is valid under the condition
that the bubble rises along a straight in the column and its trajectory is not disturbed by the
particles. For an air bubble in water, its diameter should be less than 1.5 mm and dp/db should
be much smaller than unity. In all the single bubble flotation experiments presented, the size of
the bubbles was in the range of 0.22 to 1.53 mm.
Bubble’s rise velocity Ub(h) was measured at different levels h in the flotation column. The
bubble size is determined at the bubbling zone and is supposed to remain constant. Note that the
change in diameter of a db = 1 mm bubble due to the pressure variation along the bubble path
is only 3 %. The drag coefficient Cd(θcap) can be calculated by Eq. 6.7. By using the “Stagnant
Cap Model” (Eq. 2.9 and 6.3), we can obtain the angle θcap and then calculate the coverage
surface from Eq. 6.1. Based on the monosize and monolayer hypothesis, the number of captured
particles can be deducted by njp = 4Simφ/πd2p. Bubble’s apparent density ρb is obtained by
using Eq. 6.5. An iterative procedure is used to solve the following system of equations and to
determine the total number of particles np captured at each instant t = tj :
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

(U expb )
2 = 4dbg(1− ρb/ρf )/3Cd
Cd =
1
2pi
{
2(π − θcap) + sin θcap + sin 2θcap − 13 sin 3θcap
}
(Cimd − Cmd ) + Cmd
Sim = π(rp + rb)
2(1 + cos θcap)
np = 4φS
im/πd2p
ρb = ρb0 + npρp (dp/db)
3
So along ∆h, one air bubble captures ∆np = n
j
p − nj−1p particles. Using (6.10), the capture
efficiency Ecaptis then deduced from :
Ecapt =
∆np
πr2bC∆h
(6.11)
The experimental results have been summarized in Tab. 6.7.
6.3.3.1 Capture efficiency v.s. bubble rise velocity
Bubble’s Reynolds number varies from Reb = 8 (db = 0.22 mm) to Reb = 455 (db =
1.16 mm). It is notable that for db > 1 mm, the bubble deformation becomes observable. The
particles Stokes number Stp varies from 0.016 to 0.037. From Chapter 4, Stp < 0.1 indicates a
negative effect of the particles inertia on the capture efficiency (Nguyen, 1998; Ralston et al.,
2002). The dimensionless settling velocity remains very low O(10−3), except for the small bubbles
db ≤ 0.25 mm with us = 0.01. For a value of Stp less than about 0.1, the bubble particle col-
lision efficiency is strongly dependent on us (Flint & Howerth, 1971). The numerical studies of
(Heindel & Bloom, 1999) show that for us ≥ 0.01, gravitational effect is no longer negligible.
Figures 6.14 and 6.15 show two examples of the evolution of the bubble rise velocity and its
capture efficiency in the flotation column. It concerns bubbles of diameter db = 0.80 mm and
db = 1.07 µm (cf. Tab. 6.7 test n◦6 and n◦13). Bubble surface is supposed to be covered by a
monolayer solid particles (dp = 25 µm) with a packing level φs = 0.8.
It is shown that bubble’s rise velocity Ub is reduced along its trajectory. Bubble’s capture
efficiency is also observed to decrease along its trajectory and then to converge to a constant
value. In order to identify the effect of the interface coverage and that of the bubble’s appa-
rent density to the capture efficiency, Ecapt has been calculated assuming a constant density
ρb ≈ 1.18 kg.m−3 (noted E2capt) and for a bubble with varing density due to adhering particles
(noted E1capt), represented respectively by (◦) and (•) in Fig. 6.14b and 6.15b. The capture ef-
ficiency E1capt is observed to be slightly lower than E
2
capt. Indeed, when the variation of bubble
apparent density is considered (Archimede force is reduced), the interface contamination has
to be reduced (drag force is reduced) to satisfy the force balance reduced and the number of
captured particles is also reduced since np is evaluated by Sim. Note that the difference between
these two values is a little more important for a small bubble.
6.3.3.2 Influence of rp/rb
In the literature, all the collision models show that Ecoll is a function of the particle to
bubble size ratio rp/rb : for a clean bulle Ecoll = f(rp/rb) while for a totally contaminated
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1
capt E
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capt
[mm] [mm/s] [−] [−] [−] [p/ml] [◦] [◦] Min. Ave. Max. Min. Ave. Max.
1 0.57 129 84 0.028 0.002 25505 168.4 132.9 0.0612 0.0774 0.1039 0.0797 0.0940 0.1088
2 1.16 343 455 0.036 0.001 14965 142.9 138.8 0.0286 0.0555 0.0779 0.0368 0.0578 0.0783
3 1.03 305 352 0.035 0.001 17634 151.6 137.1 0.0181 0.0403 0.0679 0.0189 0.0420 0.0721
4 0.22 31 8 0.018 0.010 25840 155.8 133.4 0.0840 0.1456 0.1970 0.1814 0.2948 0.3837
5 1.04 304 378 0.037 0.001 15981 148.0 143.6 0.0112 0.0324 0.0754 0.0117 0.0439 0.1435
6 0.80 214 200 0.033 0.001 32858 153.2 134.5 0.0400 0.0579 0.0952 0.0437 0.0629 0.1013
7 0.25 34 9 0.016 0.009 21905 161.0 144.5 0.0894 0.1052 0.1572 0.1205 0.1642 0.2049
8 0.98 234 251 0.027 0.001 46094 140.7 129.1 0.0227 0.0459 0.1026 0.0269 0.0519 0.1164
9 0.60 128 87 0.026 0.002 31023 149.2 121.2 0.0278 0.0638 0.0995 0.0764 0.0924 0.1381
10 0.81 209 195 0.031 0.001 31023 149.8 139.7 0.0274 0.0636 0.0982 0.0448 0.0737 0.1120
11 0.53 96 57 0.021 0.003 46414 137.1 94.3 0.0434 0.0600 0.0773 0.0878 0.1254 0.2070
12 0.68 138 105 0.024 0.002 26695 139.1 125.6 0.0418 0.0534 0.0678 0.0517 0.0656 0.0847
13 1.07 296 345 0.032 0.001 26069 147.9 130.8 0.0320 0.0571 0.0859 0.0367 0.0619 0.0872
1. with the effect of bubble’s apparent density
2. without the effect of bubble’s apparent density
Table 6.7 – Experimental results
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Figure 6.14 – Test. n◦6 — db = 0.80 mm, ◦ : Capture efficiency with ρb = const., • : Capture
efficiency with varying ρb
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Figure 6.15 – Test. n◦13 — db = 1.07 mm, ◦ : Capture efficiency with ρb = const., • : Capture
efficiency with varing ρb
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bulle Ecoll = f(r2p/r
2
b ). So we have plotted the capture efficiency versus rp/rb in figure 6.16.
On the same log-log curve, two lines with slope k = 1 and k = 2 are also plotted. It is clear
that our experimental results are closer to the evolution k = 1, as observed for a bubble with
a clean interface. These results agrees with the results in Tab.6.7 concerning the respective
contamination angle θcap : for most of bubbles generated, the cap angle θcap is greater 120◦. In
agreement with the numerical results of Sarrot (2006) particles capture efficiency behaves like
clean bubble in such condition of low contamination level.
So we have tried to compare our experimental results to the collision model for a clean
bubble. Here we used the model proposed by Legendre et al. (2009), for a clean bubble and
inertial free particles.
Ecoll =
rp
rb
(
1 +
rp
rb
)
f180(Reb) (6.12)
where
f180(Reb) =
(
16 + 3.315Re
1/2
b + 3Reb
16 + 3.315Re
1/2
b +Reb
)
(6.13)
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−1
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t
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1
k
=
2
Figure 6.16 – Capture efficiency as a function of the particle to bubble size ratio. ◦ : experi-
mental points
6.3.3.3 Influence of Reb
In figure 6.17, Ecapt divided by rp/rb is reported as function of bubble’s Reynolds number
Reb. Relation 6.12 is plotted for comparison. It is seen that Ecapt increases with Reb as predic-
ted by equation 6.12. However several points deviates from the theorical curve (Eq. 6.13). By
comparing to the corresponding values in table 6.7, we can observe that these points concern
the experiments with lower particle concentrations, ex. test n◦ 2, 3 and 5, where the incertitude
of the measurement is important as we have discussed in the previous chapter 5, section 5.4.3.2.
169
Chapitre 6. Etude expérimentale II
0 100 200 300 400 500
1
1.5
2
2.5
3
3.5
Reb
f
=
E
ca
p
t/
(r
p
/r
b
)
Figure 6.17 – Capture efficiency divided by size ratio rp/rb versus bubble’s Reynolds number
Reb.  : Eq. 6.13 Legendre et al. (2009), ◦ : experimental points.
6.3.3.4 Influence of bubble size
The capture efficiency Ecapt as a fonction of bubble’s diameter db is reported in Fig. 6.18. For
comparision, the capture efficiency given by the counting method, noted as (∗), are also reported
in the same figure. The same order of magnitude is observed for the two experimental methods.
The values obtained from the bubble velocity measurement are less dispersed and closer to the
model from the literature. Neglecting the bubble density variation gives an efficiency larger to
the model, especially for the small bubbles. Note that the apparent density augmentation is
proportional to (1/db)3.
In the literature, most experiments are carried out in liquid containing surface active agents
or other impurities. There are very few experimental data for particle capture by clean bubbles,
because of the difficulty of bubble generation and bubble size control. Concerning the recent
researches on air bubbles with mobile surface, the works of Dai et al. (1998); Nguyen (1998) can
be referred to. Several results are plotted in Fig. 6.19. The experimental results of Dai et al.
(1998) concerns bubble of diameter 0.77 mm and 1.52 mm, represented by the symbol (∗). A
rather good agreement is achieved with the measured performance in this work.
For comparison, Ecapt for fully contaminated bubbles is plotted in figure 6.19 and is represen-
ted by the symbols (×) and (+) extracted from the experimental work of Yoon & Luttrell (1989)
and Nguyen (1994), respectively. It is evident that Ecapt for a clean bubble is much higher than
that for a totally retarded bubble as already reported by collision models (Weber & Paddock,
1983; Nguyen, 1999; Ralston et al., 2002). The inertial collision model of Nguyen (1998) for a
clean bubble has been used to calculate Ecapt under the same conditions.
By comparing Fig. 6.19 and 6.20, we can see that our experimental points are located bet-
ween the values given by these two models. It means that the particles intertia has an important
influence as well as the bubble surface condition on the bubble particle capture effficiency.
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Figure 6.18 – Bubble-Particles (dp = 20 µm) capture efficiency v.s. bubble size. • : measure
based on bubble rise velocity with the effect of bubble’s apparent density, ◦ : measure based
on bubble rise velocity without the effect of bubble’s apparent density ∗ : measure by particle
counting method, — : 6.13 Legendre et al. (2009).
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Figure 6.19 – Experimental results of capture efficiency v.s. bubble diameter • : measure based
on bubble rise velocity, × : experimental results of Yoon & Luttrell (1989) dp = 31 µm, + :
experimental results of Nguyen (1994) dp = 15 µm, ∗ : experimental results of Dai et al. (1998),
 : Nguyen (1999) collision model.
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Figure 6.20 – Bubble-Particles (dp = 20 µm) capture efficiency v.s. bubble size. • : experimental
points (ave.E1capt in Tab.6.7), — : θcap = 180
◦, −− : θcap = 135◦, − · − : θcap = 120◦, · · · :
θcap = 90
◦ (Legendre et al., 2009).
6.3.3.5 Influence of bubble surface contamination
Since interface coverage angle varies as the bubble passes through the suspension and are
different from one experiment to another, the theoretical lines for collision efficiency were cal-
culated for θcap = 180◦, 135◦, 120◦ and 90◦ by using Legendre et al. (2009) collision model
and reported in Fig. 6.20. The experimental results are in good agreement with the theoretical
curves. As it has been shown that, in table 6.7, all the bubbles surface coverage angles θcap are
between 168◦ and 94◦.
In the figure 6.21, we compare our experimental results to the model of Legendre et al. (2009)
for a partially contaminated bubble (Eq. 2.73). For complete accordance between the experi-
mental results and the model, plotted points have to lie on straightly line with a slope of 45◦. A
rather good correlation was observed, except for few points for small bubbles. Note that capture
efficiency normally should be lower than the collision efficiency, since Ecapt = Ecoll · Eatt · Estab
while in general Eatt and Estab are less than unity. Meanwhile the collision model is rather valid
for inertial free particles, more experiments for inertial particles (typically us ≥ 0.1) are now
required for a comparison with numerical results presented in Chapter 4.
172
6.4. Conclusions
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
0.14
Eexpcapt
E
co
ll
Figure 6.21 – Theoretical collision efficiency (Eq.2.73 p.54) in comparison with experimental
results. ◦ : theoretical Ecoll calculated by θmaxcap , ∗ : theoretial Ecoll calcultated by θmincap
6.4 Conclusions
This chapter presents experiments regarding the capture of small spherical particles by gas
bubbles in a special flotation column in which the hydrodynamic of the flow field is well-defined.
The microphotographs of the particle bubble interaction show that adhering particles keep sli-
ding on the bubble surface and cover the bottom of the bubble. Particles cluster or multilayer
adhesion may be present, if the the cohesive forces between particles is important. These adhe-
ring particles not only increase apparent density of bubble, but also immobilise the rear part of
the bubble surface. As a consequence, the bubble rise velocity decreases along its trajectory pas-
sing through the particles suspension. This work demonstrates that by measuring the evolution
of bubble’s rise velocity, the surface coverage can be determined, so as the number of particles
collected and carried by the bubble. Based on the relationship between bubble’s rise velocity,
surface coverage, number of particles collected per bubble, a new experimental method is deve-
lopped to determine the bubble particles capture efficiency. It’s noted that this new approach
gives the order of magnitude for the capture efficiency as well as that given by the counting
methods. This experimental capture efficiency has been compared to the value predicted by the
previous numerical simulations and to the experimental value in the litterature : rather good
accords are achieved. However, it has to be kept in mind that this method is based upon several
assumptions such as identical particle size, monolayer distribution, high surface fraction etc. All
these parameters should be analyzed in detail to improve the experimental results in the future.
But, as it has been shown in the first experimental chapter, the classical counting techniques
to determine the capture efficiency are far to be easy to implement. This new experimental ap-
proach is therefore very interesting and may be applied to several new experimental situations
like the capture of very small particles (nano-particles) or micro-algae for instance.
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Conclusions
Ce chapitre présente les expériences concernant la capture de petites particules sphériques
par des bulles de gaz dans une colonne de flottation dans laquelle l’hydrodynamique est bien
contrôlée. Les photos hautes résolutions de l’interaction entre les particules et la surface d’une
bulle montrent que les particules adhérentes à la surface continuent à glisser couvrant ainsi la
partie arrière de la bulle. Des clusters de particules ou des couches multiples de particules peuvent
être présents si les forces de cohésion entre les particules sont assez importantes. L’adhésion de
ces particules augmente la densité apparente de la bulle et immobilise aussi la surface arrière de
la bulle. Ainsi, la vitesse d’ascension de la bulle est réduite le long de sa trajectoire à travers
la suspension. Ce travail démontre que par la mesure de l’évolution de la vitesse d’ascension
de la bulle, la surface couverte par les particules peut être évaluée, ainsi que le nombre de
particules collectées et transportées par la bulle. A partir de la relation entre la vitesse d’ascension
de la bulle, la surface recouverte par les particules et le nombre de particules collectées par
chaque bulle, une nouvelle méthode expérimentale est développée afin de prédire l’efficacité de
capture d’une bulle. On note que cette nouvelle approche fournit le bon ordre de grandeur de
l’efficacité de capture, comme celui de la méthode de comptage. La comparaison des valeurs des
efficacités de capture expérimentales avec celles issues de la littérature démontre une bonne
concordance. Cependant, nous devons considérer que cette méthode est basée sur plusieurs
hypothèses : une taille de particules constante, une distribution monocouche, un fort taux de
recouvrement, etc. Tous ces paramètres devront être analysés en détail afin d’améliorer les futurs
résultats expérimentaux. D’autre part, comme cela a été vu dans le premier chapitre, la méthode
classique de comptage de particules n’est pas évidente à mettre en place : cette nouvelle approche
expérimentale est très intéressante et peut être appliquée à de nombreuses autres situations
comme la capture de très petites particules (nanoparticules) ou de micro algues.
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Ce travail est une contribution à la détermination de l’efficacité de capture de particules par
des inclusion fluides, plus exactement des bulles, qui est la base du procédé de flottation. Des
techniques expérimentales et numériques ont été mises en oeuvre.
Le premier objectif de la thèse a été de s’appuyer sur des simulations numériques directes
pour compléter l’analyse de l’impact sur l’efficacité de collision de l’hydrodynamique en présence
d’interfaces plus ou moins contaminées. En particulier, par rapport aux études antérieures, les
effets de l’inertie des particules solides, et de la gravité ont été examinés. L’étude numérique
consiste à résoudre par simulation numérique directe l’écoulement induit par le mouvement
d’une bulle en ascension dans un liquide au repos et à suivre de manière lagrangienne les parti-
cules en résolvant l’équation de leur trajectoire. Dans un premier temps, des tests de performance
concernant la partie lagrangienne du code ont été menés en portant les efforts sur l’examen des
forces hydrodynamiques et des forces interfaciales qui peuvent agir sur la particule le long de sa
trajectoire. Cette analyse montre que les forces interfaciales n’interviennent dans l’interaction
bulle-particule que si la distance de séparation est inférieure à quelques centaines de nanomètres
(de l’ordre de grandeur du film liquide entre la bulle et la particule). Parmi les forces hydrody-
namiques, les forces de portance et la force d’histoire sont de deux ordres de grandeur inférieurs
aux autres forces, elles peuvent donc être négligées, ce qui a été fait. Finalement, la flottabilité,
la traînée et la masse ajoutées sont inclues dans l’équation de trajectoire. L’intégration d’une
correction de la force de traînée s’exerçant sur la particule due à la proximité de la surface de la
bulle n’a engendré qu’une différence relative d’au maximum 5% de l’efficacité de collision. Cette
correction n’a donc pas été mise en oeuvre par la suite. Il s’agit là d’un résultat important, car
de nombreux auteurs ont essayer d’intégrer une telle correction, sans en mesurer séparément les
effets. La procédure lagrangienne de détermination des efficacités a été ainsi jugée apte à fournir
des efficacités de collision. Les résultats obtenus dans des études précédentes, pour des bulles
propres ou contaminées, et des particules non inertielles, ont ainsi été retrouvés.
L’effet des forces d’inertie sur l’efficacité de collision a ensuite été analysé pour une bulle
propre et une bulle totalement contaminée. On a constaté que l’efficacité peut être fortement
influencée par les forces d’inertie. Pour tous les cas considérés, l’inertie des particules a un effet
positif pour les grands nombres de Stokes, ce qui entraîne une augmentation remarquable de
l’efficacité de collision. Au contraire, pour les petits nombres de Stokes, un effet négatif a été ob-
servé près de l’équateur de la bulle, où la composante tangentielle de la vitesse à la surface atteint
son maximum et crée une “force centrifuge” qui éloigne la particule de la bulle. En conséquence,
l’efficacité de collision diminue. De plus, la variation de l’angle de collision avec les différents
paramètres a été expliquée. L’effet de la gravité est dans ces deux cas majeur. Si le rapport entre
la vitesse de sédimentation de la particule et celle de la bulle atteint 0.1, c’est la sédimentation
qui gère l’efficacité de collision. Les modèles de la littérature reproduisent convenablement l’effet
d’inertie pour les bulles contaminées, mais, dans le cas des bulles propres, seuls les résultats que
nous avons obtenus à faibles nombre de Stokes sont correctement prédits.
Pour des bulles partiellement contaminées, on retrouve des efficacités qui vont s’établir entre
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celles observées pour des bulles propres et celles pour des bulles contaminées. Mais la complexité
des trajectoires critiques, due à l’existence près de l’interface d’un saut de vitesse au passage de
la zone mobile (non contaminée) à la zone immobile (contaminée), génère de nouveaux effets sur
l’efficacité de collision quand intervient l’inertie des particules et la gravité. Mis en évidence par
Sarrot (2006) et Legendre et al. (2009), il existe un angle de contamination critique θth en des-
sous duquel la trajectoire du fluide présente deux minima de distance vis à vis de l’interface de
la bulle, donnant ainsi deux possibilités aux particules suivant une telle trajectoire de rentrer en
collision avec la surface. En l’absence d’inertie, la compréhension de l’écoulement du fluide suffit
à comprendre la trajectoire critique qui détermine l’efficacité. Quand l’inertie de la particule
et la gravité interviennent ensembles la situation devient un peu plus complexe. Toutefois, les
résultats obtenus concernant l’efficacité et l’angle de collision ont pu être expliqués. Si θcap > θth,
la collision se produit uniquement sur l’interface mobile. L’angle de collision est alors limité par
θcap qui est lié à la forte production de vorticité locale, c’est à dire à un brusque ralentissement
du fluide qui écarte les lignes de courant de l’interface. Comme la vitesse tangentielle du fluide
diminue avec θcap, l’effet négatif de l’inertie est largement réduit. Par contre, pour les cas où
θcap < θth, la collision peut avoir lieu avec la partie mobile de la surface de bulle, ainsi qu’avec
la partie immobile de la surface. L’efficacité de collision se comporte alors comme celle d’une
bulle totalement contaminée, seul l’effet positif de l’inertie a été observé. Un premier modèle
permettant de représenter l’effet de la contamination a été proposé. L’ensemble des résultats de
simulation pourra toutefois continuer à être exploité dans l’avenir pour rendre ce modèle plus
performant dans sa capacité prédictive.
Le second objectif de la thèse a été de mettre en place une procédure expérimentale fiable
permettant de mesurer avec une bonne précision l’efficacité de capture. Dans un premier temps,
l’étude expérimentale a été effectuée dans une installation ayant été développée durant la thèse
de Sarrot (2006), pour essayer de mesurer l’efficacité de collision dans des conditions hydrody-
namiques et physico-chimiques contrôlées, telles que collision soit synonyme de capture. Dans
son principe, l’installation expérimentale est destinée à reproduire pour validation les situations
décrites par les simulations. Des bulles sont générées, une à une, au bas d’une colonne, puis
traversant la zone remplie par la suspension de particules partiellement hydrophobes (angle de
contact θa = 58◦). Les bulles capturent les particules et les ramènent à la surface où ces particules
sont libérées et récupérées par un courant de liquide. Le comptage nous permet de dénombrer
les particules capturées afin de déterminer l’efficacité de capture de la bulle. Cette expérience
est très délicate et demande beaucoup de temps et de patience. Quelques améliorations ont été
effectuées sur la procédure de comptage, la préparation des suspensions ainsi que la génération
des bulles. Malgré la dispersion des résultats, l’évolution de l’efficacité de capture Ecapt avec le
diamètre de bulles qui a été observée est en accord avec la prédiction des modèles de collision
de la littérature et nos simulations.
Dans cette première installation, presque par hasard, une diminution importante de la vitesse
d’ascension des bulles a été observée pendant les expériences. En parallèle, des visualisations des
interactions entre la particule et la bulle ont été menées en utilisant un capteur d’images haute
résolution. Elles montrent que les particules adhérées à la bulle glissent à sa surface et s’accu-
mulent à l’arrière, sous les effets de la gravité et de l’écoulement induit autour de la bulle. Une
partie de la surface de la bulle est colonisée et immobilisée par le recouvrement des particules
capturées sous forme d’une capsule qui peut être caractérisée par un angle θcap. Ces images
ont donné du sens au modèle de la capsule stagnante que nous avons mis en oeuvre dans les
simulations pour représenter la contamination de l’interface. L’analyse de la relation entre la
variation de la surface recouverte par les particules et la vitesse d’ascension de la bulle montre
que cette diminution est liée à l’alourdissement de la bulle par les particules attachées, ainsi
qu’au changement de la condition à l’interface qui engendre une augmentation de la force de
traînée.
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Ces études nous ont alors dirigés vers une nouvelle approche expérimentale de la mesure de
l’efficacité de capture basée sur cette relation entre la vitesse d’ascension de la bulle et l’effica-
cité de capture. Une nouvelle installation expérimentale a été ensuite construite, principalement
dans l’objectif d’être plus facilement démontable et nettoyable que la première. En mesurant
l’évolution décroisante de la vitesse d’ascension de la bulle le long de la hauteur de la colonne,
la surface recouverte par les particules et le nombre de particules collectées par chaque bulle
sont déterminés. L’efficacité de capture en est déduite. Comparée avec la méthode de comptage,
cette méthode nous fournit des valeurs moins dispersées, qui correspondent bien aux valeurs
expérimentales issues de la littérature, ainsi qu’avec celles prédites par les modèles de collision.
Cette nouvelle méthode de détermination de l’efficacité de capture est importante, car elle
pourra servir pour mesurer ces efficacités sur des systèmes de phase différents, comme des micro-
algues, des nanoparticules ou des macromolécules d’origine biologique, objets pour lesquels un
comptage n’aurait pas été facile à mettre en place. C’est la perspective à court terme pour
le travail expérimental que nous avons mené. Dans la même direction expérimentale, il appa-
raît maintenant intéressant de venir observer plus précisément l’interaction particule-interface
pour déterminer des temps de glissement, et les conditions des rebonds de la particule parfois
mentionnés dans la littérature. Le matériel de visualisation devra être alors adapté, en terme
d’éclairage plus puissant, et d’objectifs de grossissements plus élevés. Une des hypothèses ma-
jeure de l’expérience est la valeur du taux de recouvrement de la surface de la bulle par des
particules. Il faudrait là-aussi réaliser des visualisations plus précises qui permettent de mesurer
ce taux, et de voir dans quelle mesure il peut varier. D’une manière plus générale, la méthode
consistant à interpréter la mesure d’une variation de vitesse d’une inclusion pour en déduire des
dynamiques de phénomènes de transfert a un champ d’applications potentiel important. Au delà
de la capture de particules, on pourrait étendre cette méthode à la mesure de transferts dans
des systèmes liquide-liquide ou gaz-liquide. Dans les applications de la flottation en traitement
des eaux, les particules capturées sont souvent agglomérées entre elles avant la capture sous la
forme de flocs. Il est difficile de dire dans ce cas si la bulle capte ou bien est attrapée et piégée
dans le floc. Dans ce cas aussi, une méthode de mesure de l’efficacité ne s’appuyant pas sur un
comptage pourrait donner des résultats intéressants.
Les simulations ont balayées maintenant les paramètres pertinents de ce processus de colli-
sion. Il est certain que la flottation n’est qu’un domaine particulier d’application des résultats.
Des situations analogues interviennent dans la coalescence de gouttes ou de bulles, dans l’ag-
glomération de particules. Ces situations peuvent concerner des procédés industriels, mais aussi
des phénomènes naturels (formation des gouttes de pluie par exemple). Toutefois, l’ensemble
des résultats obtenus a une limite importante : on considère toujours que le mouvement de
l’inclusion captée ne modifie pas celui de l’inclusion qui capte. Cette hypothèse est totalement
adaptée à la flottation. Mais, dans de nombreuses autres situations de collisions, ce n’est pas le
cas. Il y aurait donc un grand intérêt à compléter les données acquises ici par des simulations de
collisions avec interaction hydrodynamique réciproque entre les deux inclusions. En particulier,
cela permettrait de mieux situer les limites en rp/rb des résultats présentés ici. Un travail reste
encore à mener également dans la situation à l’autre extrême, quand les particules deviennent
très petites. Dans ce cas, le processus de collision devient la diffusion Brownienne. Une partie
des résultats est vraisemblablement déjà analysée et modélisée par les études sur le transfert de
solutés qui obéissent aussi à un processus de diffusion, mais cela devrait être confirmé.
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Conclusion
The work presented here is a fundamental study of determination of particle-bubble capture
efficiency in flotation. This research has been carried out through a numerical approach and
experimental techniques.
The primary objective of this research was to analyse the hydrodynamic impact of the inter-
face contamination on the collision efficiency by using direct numerical simulations. Compared
to the previous study, much attention is paid on the inertial effects of the solid particles as well
as the gravitational sedimentation. The numerical work consists in solving by direct numerical
simulation of the flow field induced by the motion of a bubble rising in a quiescent liquid and in
performing Lagrangian tracking by solving the full particle trajectory equation. Firstly, several
tests concerning the lagrangian tracking have been carried out where a special effort has been
made to examine the hydrodynamic forces and the interfacial forces that may act on the particle
along its trajectory. This analys shows that interfacial forces do involve in the particle-bubble
interaction only if the separation distance is shorter than several hundred nanometers (the same
order of the thickness of the liquid film between the bubble and the particle). Among hydrody-
namic forces, the lift force and the basset history force can be neglected, since they are of two
orders of magnitude smaller than other forces. As the introduction of the drag correction due to
movement near by the bubble surface gave a relative difference of the collision efficiency less than
5 %, this correction has not been integrated in the particle’s trajectory equation. This conclu-
sion is important ; because many authors have tried to integrate such a drag correction factor,
without examining the effects separately. The Lagrangian method has been validated by compa-
ring the calculated collision efficiency to the results obtained in previous studies, where a clean
or a fully contaminated bubble and sometimes the inertial free particles were taken into account.
The effect of inertial forces on the collision efficiency was then analysed for a clean and a
fully contaminated bubble. It was shown that the collision efficiency may be greatly influenced
by the inertial forces. For all situations considered, particle inertia gives a positive effect for the
high Stokes numbers which leads to an important augmentation of the collision efficiency. On
the contrary, for the small Stokes numbers, a negative effect has been observed near the bubble’s
equator, where the tangential component of surface velocity reaches its maximum and creates
a “centrifuge force” that pushes the particle away from the bubble. Consequently, the collision
efficiency decreases. Collision angle variation has also been analysed. However, the influence of
the gravity in these two cases is significant. If the ratio of the terminal velocity between the
particle and the bubble becomes larger than 0.1, the gravitational sedimentation will dominate
the collision. The models existing in the literature adequately reproduce the effect of inertia for
the contaminated bubble, but, in the case of clean bubble, only result we have obtained at low
Stokes numbers are correctly predicted.
For partially contaminated bubbles, the collision efficiencies were found to be between the
value of a clean bubble and that of a fully contaminated bubble. But the complexity of critical
trajectories, due to the existence near the interface of a jump of liquid velocity at the passage
from the mobile (uncontaminated) zone to the immobile (contaminated) zone, generates new
effects on the collision efficiencies when the particle inertia and gravity are integrated. As was
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indicated by Sarrot (2006) and Legendre et al. (2009), there is a contamination critical angle
θth below which the streamline has two minimum distance with respect to the interface of the
bubble, thus giving two possibilities to the particles following such a trajectory to collide with
the surface. In the absence of inertia, the knowledge of the fluid flow is sufficient to understand
the behaviour of the critical trajectories which determines the collision efficiency, since they are
the same as the streamlines. But, when the particle inertia and gravity are involved, the situation
becomes a little more complex. However, several interpretations of the results concerning the
collision efficiency and the collision angle have been achieved. If θcap > θth, the collision occurs
only on the mobile interface. The angle of collision is then limited by θcap which is related to the
strong production of local vorticity, in another words an abrupt slowdown of the fluid velocity
which push aside the streamlines from the interface. Since the tangential velocity of the fluid
decreases with θcap, the negative effect of inertia is greatly reduced. On the contrary, in the cases
where θcap < θth, collision can occur both at the mobile part of the bubble surface and at the
immobile part of the surface. The collision efficiency behaves as that for a fully contaminated
bubble ; only the positive effect of inertia has been observed. A simple model has then been
proposed to represent this effect of surface contamination. All the simulation results should be
however analysed in the future to improve this collision model.
The second objective of the work was to develop a reliable experimental procedure to mea-
sure with good precision capture efficiency. Firstly, the experimental study was carried out in
a device that had been developed in the thesis of Sarrot (2006) to measure collisions efficiency
under well-defined hydrodynamic and physico-chemical conditions, so as the collision efficiency
is synonymous with capture efficiency. The experimental facility is designed to replicate the
same situation described by the simulations in order to valid the numerical results. Bubbles
were generated, one by one at the bottom of the column, then pass through the capture zone
filled with the particle suspension. The solid particles are partially hydrophobic with a contact
angle θa = 58◦. Bubbles capture the particles and bring them to the water surface where these
particles are released and collected. By counting the number of the collected particles, capture
efficiency is determined. This experiment is very delicate and takes lots of time and patience.
Several modifications have been effectuated to improve counting procedure, suspension prepa-
ration and bubbles generation. Despite the dispersion of the experimental results, the evolution
of the collision efficiency as function of bubble’s diameter was consistent with the prediction by
the collision models existing in the literature and by our numerical simulations.
In this first installation, almost by chance, a significant decrease in bubble rising velocity
was observed during the experiments. At the same time, visualisations of interactions between
the particles and the bubble were performed by using a high speed CMOS image sensor. The
visualisations showed that adhering particles keep sliding on the bubble surface and accumulates
at the rear of the bubble due to the gravity and the water flow around the bubble. A part of the
bubble surface is immobilized by the captured particles which is in the form of a capsule. This
surface coverage can be characterised by the cap angle θcap. These images support the stagnant
cap model that we have used in our numerical simulation to represent the interface contamina-
tion. The analysis of the relationship between the variation of surface area covered by particles
and the bubble rise velocity revealed that this velocity reduction is related to the additional
mass due to the adhering particles and to the change of interface condition that increases the
drag force.
These studies then led us to a new experimental approach to measure the capture efficiency
based on the relationship between the bubble rising velocity and the bubble capture efficiency.
A new experimental device was set up with the aim of being dismantable and so more easily
to clean. By measuring the evolution of the bubble rising velocity, along the column height,
the surface covered by particles and the number of the particles collected by each bubble were
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determined. The capture efficiency was then deduced. Compared with the counting method, the
results given by the new method are less dispersed and correspond well with the experimental
values in the literature and those predicted by the collision models.
This new method for determining the capture efficiency is important because it can be used
for systems constituted of objects that are difficult to be counted, such as micro-algae, nano-
particles or biological macromolecules. This is the short term perspective for the experimental
studies that we have performed. In the same experimental direction, it is now interesting to
observe more precisely the particle interface interaction in order to determine the sliding time,
the conditions of the particle rebound which are mentioned sometimes in the literature. This vi-
sualisation equipment should be adapted to these objectives, (ex. more powerful lighting sources,
high optical magnification lens). Moreover, one of the assumption of this experiment is the sur-
face coverage rate. It will be necessary to perform more precise visualisations that allow us to
determine its value. More generally, the experimental method that consists in taking advantage
of measuring the space or time variation of sigle inclusion velocity in order to investigate the dy-
namics of mass transfer seems to be promising. It could be applicated to the study pf interfacial
transfers in liquid-liquid or gas-liquid systems. In applications of flotation in water treatment,
the particles usually agglomerate together to form flocs before being captured by bubbles. It is
difficult to identify if the bubble captures the floc or if the bubble is trapped in the floc. Also
in this case, a method to measure the capture efficiency without direct particles counting would
be interesting.
The simulations have swept the relevant parameters of the collision process. It is clear that
flotation is a particular field of application of the results. Similar situations can be found in
droplets or bubbles coalescence and particles agglomeration. It involves not only in industrial
processes, but also in natural phenomena (formation of raindrops, for example). However, all
the results obtained here have an important limitation : the movement of the particles to be
captured does not alter the collector. This hypothesis is adapted to the flotation. However, it
may be not correct in many other situations. It would be of great interest to complete the data
obtained in this study by using the numerical simulation of the collision with hydrodynamic
interaction between two reciprocal particles. It would allow in particular to a better definition
of the rp/rb range for which the results presented here actually is applied. Studies should be also
extended to the extreme situation, where the particle size is very small. In this case the collision
process is dominated by Brownian diffusion. Some of the results are probably already analyzed
and modelled by the studies on the mass transfer of solutes which also obey a diffusion law, but
this remains to be confirmed.
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Annexe A
Champs de vitesse autour d’une bulle
Le dévelopement Taylor de la vitesse tangentielle uθ à proximité de la bulle donne :
uθ = (uθ)r=1 + (r − 1)
(
∂uθ
∂r
)
r=1
+
(r − 1)2
2
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
+O[(r − 1)3] (A.1)
où r− 1 est la distance radiale à la surface de la bulle. (uθ)r=1 et
(
∂uθ
∂r
)
r=1
représentent respec-
tivement la vitesse tangentielle et le gradient de la vitesse tangentielle à la surface. L’équation
de continuité donne :
1
r2
∂
∂r
(r2u2r) +
1
r sin θ
∂
∂θ
(uθ sin θ) = 0 (A.2)
La vitesse radiale du fluide autour de la bulle peut s’écrire alors par
ur = − 1
r2
∫ r
1
r
sin θ
∂
∂θ
(sin θuθ)dr = − 1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∫ r
1
ruθdr
)
(A.3)
En remplaçant uθ par l’équation A.1, la vitesse radiale ur obtenue par l’équation de continuité
est donnée par :
ur =− 1
r2 sin θ
∂
∂θ
{
sin θ
[
r2 − 1
2
(uθ)r=1
+
2r3 − 3r2 + 1
6
(
∂uθ
∂r
)
r=1
+
3r4 − 8r3 + 6r2 − 1
24
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
]} (A.4)
A la surface de la bulle (r = 1), la vitesse radiale ur = 0, quel que soit la condition à la suface
de la bulle (immobile ou mobile).
ξ∗ =
1
r
(
∂ruθ
∂r
− ∂r
∂θ
)
(A.5)
à la surface r = 1, ur = 0
ξ∗Γ =
1
r
(
uθ + r
∂uθ
∂r
− ∂ur
∂θ
)
r=1
= uΓ +
(
∂uθ
∂r
)
r=1
(A.6)
avec ξ∗Γ et uΓ sont la vorticité et la vitesse tangentielle du fluide à l’interface. On obtient alors :(
∂uθ
∂r
)
r=1
= ξ∗Γ − uΓ (A.7)
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Dans le cas d’une interface immobile, la condition d’adhérence s’écrit uΓ = 0 ; En notant
y = r − 1, lors y → 0, l’équation A.1 devient
uθ = y
(
∂uθ
∂r
)
r=1
+
y2
2
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
+O(y3) = yξ∗Γ +
y2
2
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
+O(y3) (A.8)
En remplaçant uθ par A.8 dans l’équation A.4 on obtient alors :
ur = −2r
3 − 3r2 + 1
6r2 sin θ
∂
∂θ
(
∂uθ
∂r
)
r=1
− 3r
4 − 8r3 + 6r2 − 1
24r2 sin θ
∂
∂θ
[
sin θ
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
]
(A.9)
Le calcul limité jusqu’à l’ordre O(y3) donne :
ur = − y
2
2 sin θ
∂
∂θ
(ξ∗Γ sin θ) +O(y
3) (A.10)
Par contre, pour une interface mobile, la condition de cisaillement nul à la surface (∂uθ/∂r−
uθ/r = 0) conduit à uΓ = 0.5ξ∗Γ. Donc, l’équation A.1 devient
uθ = uΓ+y
(
∂uθ
∂r
)
r=1
+
y2
2
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
+O(y3) =
1 + y
2
ξ∗Γ+
y2
2
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
+O(y3) (A.11)
et l’équation A.4 devient
ur =− r
2 − 1
2r2 sin θ
∂
∂θ
(sin θuΓ)− 2r
3 − 3r2 + 1
6r2 sin θ
∂
∂θ
(
∂uθ
∂r
)
r=1
− 3r
4 − 8r3 + 6r2 − 1
24r2 sin θ
∂
∂θ
[
sin θ
(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
] (A.12)
En utilisant l’équation A.8, on obtient alors :
ur = −y − y
2
2 sin θ
∂
∂θ
(ξ∗Γ sin θ) +O(y
3) (A.13)
Pour obtenir la valeur de ur à l’interface, il faut connaître ξ∗Γ. Nguyen (1999) donne une
approximation de la vorticité à l’interface au front de la bulle via l’ajustement des courbes
obtenues par les simulations numériques directe du champs hydrodynamique :
ξ∗Γ = X sin θ + Y sin θ cos θ (0
◦ ≤ θ ≤ 90◦) (A.14)
où les coefficients X et Y dépendent du nombre de Reynolds de la bulle (0 < Re < 500).
Pour obtenir la valeur de uθ, on calcule (∂2uθ/∂r2)r=1 à partire de l’équation de quantité de
mouvement en régime stationnaire :
ur
∂uθ
∂r
+
uθ
r
∂uθ
∂θ
+
uruθ
r
= − 1
2r
∂p
∂θ
+
2
Reb
1
r2
(
r2∆uθ − uθ
sin2 θ
+ 2
∂ur
∂θ
)
(A.15)
avec
∆ ≡ 1
r2
∂
∂r
(
r2
∂
∂r
)
+
1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
(A.16)
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A la surface de la bulle (r = 1), la vitesse radiale ur = 0, quel que soit la condition à la suface
de la bulle (immobile ou mobile)
uθ
r
∂uθ
∂θ
= − 1
2r
∂p
∂θ
+
2
Reb
1
r2
(
r2∆uθ − uθ
sin2 θ
)
(A.17)
où
r2∆uθ =
∂
∂r
(
r2
∂uθ
∂r
)
+
1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂uθ
∂θ
)
= 2r
∂uθ
∂r
+ r2
∂2uθ
∂r2
+
1
sin θ
cos θ
∂uθ
∂θ
+
sin θ
sin θ
∂2uθ
∂θ2
= 2r
∂uθ
∂r
+ r2
∂2uθ
∂r2
+ cot θ
∂uθ
∂θ
+
∂2uθ
∂θ2
(A.18)
soit
uθ
r
∂uθ
∂θ
= − 1
2r
∂p
∂θ
+
2
Re
1
r2
(
2r
∂uθ
∂r
+ r2
∂2uθ
∂r2
+ cot θ
∂uθ
∂θ
+
∂2uθ
∂θ2
− uθ
sin2 θ
)
(A.19)
Re
4r
∂(u2θ + p)
∂θ
=
2
r
∂uθ
∂r
+
∂2uθ
∂r2
+
cot θ
r2
∂uθ
∂θ
+
1
r2
∂2uθ
∂θ2
− 1
r2
uθ
sin2 θ
(A.20)
∂2uθ
∂r2
=
Re
4r
∂(u2θ + p)
∂θ
− 2
r
∂uθ
∂r
− cot
r2
θ
∂uθ
∂θ
− 1
r2
∂2uθ
∂θ2
+
1
r2
uθ
sin2 θ
(A.21)
A l’inteface r = 1, uθ = uΓ et p = pΓ, on peut écrire :(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
=
Re
4
d(pΓ + u
2
Γ)
dθ
− 2
(
∂uθ
∂r
)
r=1
− cot θ∂uΓ
∂θ
− ∂
2uΓ
∂θ2
+
uΓ
sin2 θ
(A.22)
en remplaçant (∂uθ/∂r)r=1 par l’équation A.7, nous obtenons pour une bulle avec une surface
immobile :(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
=
Reb
4
dpΓ
dθ
− 2ξ∗Γ (A.23)
La solution du régime de Stokes donne(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
= −9
2
sin θ (A.24)
Pour des faibles Reb, la solution de Oseen (1910) donne :
ψ∗im =
(
1 +
3Reb
16
)(
r2
2
− 3r
4
+
1
4r
)
sin2 θ
+
3Reb
16
(
r2
2
− 3r
4
+
1
4
− 1
4r
+
1
4r2
)
sin2 θ cos θ +O(Re2b)
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avec uθ = 1r sin θ
∂ψ
∂r , on obtient :(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
= −9
2
sin θ − 27
32
Reb sin θ − 51
32
sin θ cos θ (A.25)
Pour un nombre de Reynolds intermédiaire, Nguyen (1999) a proposé que (∂2uθ/∂r2)r=1 s’ecrire :(
∂2uθ
∂r2
)
r=1
= M sin θ +N sin θ cos θ (A.26)
où les coefficients M et N sont en fonction de Reb. La même méthode est utilisée pour une bulle
avec une surface mobile. Les expressions empiriques des vitesses autour d’une bulle avec une
surface immobile ou mobile sont présenté ci-dessous :
Surface immobile
uθ = (X sin θ + Y sin θ cos θ)y + (M sin θ +N sin θ cos θ)
y2
2
+O(y3) (A.27a)
ur = −(2X cos θ + 3Y cos2 θ − Y )y
2
2
+O(y3) (A.27b)
avec
X =
3
2
+
9Reb/32
1 + 0.309Re0.694b
et Y =
3Reb/8
1 + 0.217Re0.518
(A.28)
M = −9
2
− 27Reb
32
+ 0.4531Re1.1274b et N = −0.8748Re1.0562b (A.29)
Surface mobile
uθ = (X sin θ + Y sin θ cos θ)
(1 + y)
2
+ (M sin θ +N sin θ cos θ)
y2
2
+O(y3) (A.30a)
ur = −(2X cos θ + 3Y cos2 θ − Y )(y − y
2)
2
+O(y3) (A.30b)
avec
X = 1 +
0.0637Reb
1 + 0.0438Re0.976b
et Y =
0.0537Reb
1 + 0.0318Re1.309b
(A.31)
M = −1− 0.267Re0.781b et N = −
0.0059Reb
1 + 1.105Re0.334b
(A.32)
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Figure B.1 – Collision efficiency (Ecoll) and collision angle (θc) v.s. Stokes number (Stp) in the
case of a clean bubble.  : rp/rb = 0.02, △ : rp/rb = 0.01, ∗ : rp/rb = 0.005, ◦ : rp/rb = 0.002,
+ : rp/rb = 0.001.
196
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
10
−6
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
Stp
E
co
ll
(a) Reb = 1
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
Stp
θ c
(b) Reb = 1
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
10
−6
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
Stp
E
co
ll
(c) Reb = 10
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
Stp
θ c
(d) Reb = 10
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
10
−6
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
Stp
E
co
ll
(e) Reb = 100
10
−3
10
−2
10
−1
10
0
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
Stp
θ c
(f) Reb = 100
Figure B.2 – Collision efficiency (Ecoll) and collision angle (θc) v.s. Stokes number (Stp) in the
case of a fully contaminated bubble.  : rp/rb = 0.02, △ : rp/rb = 0.01, ∗ : rp/rb = 0.005, ◦ :
rp/rb = 0.002, + : rp/rb = 0.001.
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Figure B.3 – Collision efficiency (Ecoll) and collision angl (θc) v.s. Stokes number (Stp) for a
partially contaminated bubble (Reb = 1 and rp/rb = 0.01).  : θcap = 0◦, △ : θcap = 20◦, ∗ :
θcap = 30
◦, ◦ : θcap = 45◦, + : θcap = 60◦, ⋄ : θcap = 90◦, × : θcap = 120◦, ▽ : θcap = 180◦.
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Figure B.4 – Collision efficiency (Ecoll) and collision angle (θc) v.s. Stokes number (Stp) for a
partially contaminated bubble (Reb = 100 and rp/rb = 0.01).  : θcap = 0◦, △ : θcap = 20◦, ∗ :
θcap = 30
◦, ◦ : θcap = 45◦, + : θcap = 60◦, ⋄ : θcap = 90◦, × : θcap = 120◦, ▽ : θcap = 180◦.
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C.1 Méthylation des billes de verre
Nombreuses études montrent que l’efficacité de capture augmente avec l’hydrophobicité des
particules, car la force hydrophobe est une force attractive dans les interactions entre la bulle et
les particules qui renforce l’attachement des particules à la bulle. Dans notre étude, les particules
utilisées sont des billes de verre. Le mesure par le test de Washburn montre que l’angle de contact
θa est égal à 58◦ (Tab. C.2). Après le rinçage avec l’eau déminéralisée, θa diminue à 50◦ (Tab.
C.3). Afin d’augmenter l’hydrophobicité de la surface des particules, nous avons utilisé la mé-
thode proposée par (Laskowski & Kitchener, 1969; Blake & Ralston, 1985; Crawford & Ralston,
1988; Dai et al., 1998) pour les particules en quartz ou en verre : la méthylation par triméthyl-
chlorosilane (TMCS) dans une solution de cyclohexane. Il s’agit de recouvrir la particule par
une fine couche hydrophobe.
−SiOH︸ ︷︷ ︸
surface
+(CH3)3SiCl→ −Si−O − Si(CH3)3︸ ︷︷ ︸
surface
+HCl (C.1)
En faisant varier la concentration de triméthylchlorosilane, la surface peut être traitée à
différents niveaux de hydrophobicité. Les billes de verre sont d’abord nettoyées par l’eau régale
(30% HCl et 70% HNO3) pendant 2 heures afin d’enlever les impuritiés minérales. Après les
avoir rincé à l’eau déminéralisée plusieurs fois jusqu’à pH = 7, les billes sont ensuite immergées
dans 30 % NaOH pendant 30 secondes pour éliminer les contaminants organiques. Les billes
sont rincées encore à l’eau déminéralisée jusqu’à pH = 7, puis placées dans une étuve à 95 ◦C
pendant 24 heures. Ces particules propres sont alors introduites dans un reacteur fermé qui
contient du cyclohexane. Le gaz diazote est injecté dans le reacteur pendant la méthylation pour
éviter le contact entre le cyclohexane et l’air. La quantité de TMCS nécessaire est alors ajoutée.
Pour créer des particules fortement hydrophobe, la concentration de TMCS dans cyclohexane
est de 10−3 M . Grâce à un agitateur en teflon, la surface des particules peut être complètement
en contact avec le TMCS. Après 30 min de réaction, les particules sont séparées par décantation
puis rincées deux fois par le cyclohexane pour enlever le TMCS residuel. A la fin, ces particules
hydrophobilisées sont séchées dans l’étuve à 95 ◦C pendant 24 heures. Les produits chimiques
utilisées sont donnés dans le tableau C.1
Les mesures montrent que l’angle de contact peut être diminué jusqu’à 45◦ (Tab. C.2) après le
nettoyage par l’eau régale et ensuite augmenté à 66◦ après la méthylation (Tab. C.2). Pourtant,
les études de Blake & Ralston (1985) de Laskowski & Kitchener (1969) montrent que l’hydro-
phobicité de la surface d’une particule en verre peut atteindre jusqu’à 85◦. Anfruns & Kitchener
(1977) ont obeservé que l’angle de contact diminue progressivement, si les billes de verre sont
immerger dans l’eau pendant plus que 1.5 − 2 h. Une autre explication possible est due à la
température de séchage. D’après la méthode de Blake & Ralston (1985), les particules méthyli-
sées doivent être séchées dans l’étuve de 110 ◦C. Pour des raision de sécurité, la température de
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nom formule masse molaire concentration densité d204
Triméthylchlorosilane C3H9ClSi 108.64 98 % 0.859
Acide nitrique HNO3 63.01 65 % 1.40
Chlorure d’hydrogène HCl 36.5 33 % 1.1593
Cyclohexane C6H12 84.16 99.7 % 0.778
Sodium Hydroxide NaOH 40 98 % −−
n-Hexane C6H14 86.18 99 % 0.657
Table C.1 – Produits chimiques
séchage utilisée est limité à 95◦C. La méthylation peut ne pas être complète.
N◦ Liquide Constante Pente1 Pente2 Gain Volume T
référence [mg2.s−1] [mg.s−1] [mg] [µl] [◦C]
1 Hexane 456 12199.3 110.5 864.5 1309.9 17.6
2 Hexane 362 9676.9 98.4 834.9 1265.0 18.2
3 Hexane 419 11216.5 105.9 842.5 1276.5 18.7
moyenne 412.3 11030.9 104.9 847.3 1283.8 18.3
N◦ Liquide Angle Pente1 Pente2 Gain Volume T
référence [mg2.s−1] [mg.s−1] [mg] [µl] [◦C]
1 Eau 57.3 19317.0 139.0 1156.4 1156.4 19.7
2 Eau 59.2 18310.5 135.3 1175.4 1175.4 20.2
3 Eau 57.3 19325.9 139.0 1194.2 1194.2 20.6
moyenne 57.9 18984.5 137.8 1175.3 1175.3 20.2
Table C.2 – Mesure l’angle de contact – bille de verre origine
N◦ Liquide Constante Pente1 Pente2 Gain Volume T
référence [mg2.s−1] [mg.s−1] [mg] [µl] [◦C]
1 Hexane 587 15692.7 125.3 832.6 1261.5 25.2
2 Hexane 598 15991.2 126.5 840.3 1273.2 25.0
3 Hexane 565 15096.5 122.9 861.5 1305.3 25.3
moyenne 583 15993.5 124.9 844.8 1280.0 25.2
N◦ Liquide Angle Pente1 Pente2 Gain Volume T
référence [mg2.s−1] [mg.s−1] [mg] [µl] [◦C]
1 Eau 51.2 29896.2 172.9 1160.7 1160.7 25.2
2 Eau 49.1 31266.3 176.8 1167.5 1167.5 25.6
3 Eau 50.6 30281.7 174.0 1133.3 1133.3 25.5
moyenne 50.3 30481.4 174.5 1153.8 1153.8 25.4
Table C.3 – Mesure l’angle de contact – bille de verre nettoyé par l’eau déminéralisé
202
C.1. Méthylation des billes de verre
N◦ Liquide Constante Pente1 Pente2 Gain Volume T
référence [mg2.s−1] [mg.s−1] [mg] [µl] [◦C]
1 Hexane 679 18150.5 134.7 862.9 1307.4 16.7
2 Hexane 659 17628.4 132.8 852.2 1291.2 16.8
3 Hexane 698 18649.4 136.6 871.0 1319.7 16.6
moyenne 678 18142.8 134.7 862.0 1306.1 16.7
N◦ Liquide Angle Pente1 Pente2 Gain Volume T
référence [mg2.s−1] [mg.s−1] [mg] [µl] [◦C]
1 Eau 45.8 38683.4 196.7 1284.0 1284.0 16.6
2 Eau 44.1 39826.1 199.6 1286.2 1286.2 17.4
3 Eau 44.2 39807.1 199.5 1283.9 1283.9 17.5
moyenne 44.7 39438.9 198.6 1284.7 1284.7 17.2
Table C.4 – Mesure l’angle de contact – bille de verre nettoyé par l’eau régale
N◦ Liquide Constante Pente1 Pente2 Gain Volume T
référence [mg2.s−1] [mg.s−1] [mg] [µl] [◦C]
1 Hexane 604 16157.0 127.1 787.6 1193.3 16.9
2 Hexane 643 17191.5 131.1 840.0 1272.7 17.0
3 Hexane 589 15739.3 125.5 821.0 1243.9 20.2
4 Hexane 651 17395.8 131.9 825.9 1251.4 20.4
moyenne 628 16775.5 129.5 829.0 1256.0 19.2
N◦ Liquide Angle Pente1 Pente2 Gain Volume T
référence [◦] [mg2.s−1] [mg.s−1] [mg] [µl] [◦C]
1 Eau 65.5 21120.6 145.3 1227.6 1227.6 17.1
2 Eau 72.6 15207.2 123.3 1196.7 1196.7 17.4
3 Eau 59.9 25522.6 159.8 1242.7 1242.7 17.9
moyenne 66.0 20616.8 142.8 1222.3 1222.3 17.5
Table C.5 – Mesure l’angle de contact – apèrs méthylation
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C.2 Distribution de taille de particles
0 10 20 30 40 50 60 70
0
2
4
6
8
10
12
14
16
18
dp (µm)
%
N
p
(a)
0 10 20 30 40 50 60 70
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
dp (µm)
%
N
p
(b)
Figure C.1 – LOT.1 X¯ = 22.18 µm, σ = 6.57, 84 % particules est inférieur à 25 µm
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Figure C.2 – LOT.2 X¯ = 24.20 µm, σ = 8.61, 72 % particules est inférieur à 25 µm
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Figure C.3 – LOT.3 X¯ = 21.59 µm, σ = 7.30, 78 % particules est inférieur à 25 µm
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Figure C.4 – LOT.4 X¯ = 15.99 µm, σ = 9.93, 95 % particules est inférieur à 25 µm
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Cette annexe détaille la méthode et les résultats de la détermination de l’angle θcap, par
mesure de la vitesse des bulles.
Le diamètre de bulle db, la vitesse d’ascension Ub, la masse volumique de l’eau ρf et la
viscosité de l’eau µf sont déduits de la mesures de la température. Avec ces données on peux
calculer le nombre de Reynolds de la bulle :
Reb =
ρbdbUb
µf
ainsi que le coefficient de traînée en supposant l’équilibre traînée flottabilité :
Cd =
4
3
dbg
U2b
(
1− ρb
ρf
)
d’après la corrélation de Mei et al. (1994), pour une bulle propre :
Cmd =
16
Reb
(
1 +
Reb
8 + 0.5(Reb + 3.315Re
0.5
b )
)
d’après la corrélation de Schiller & Nauman (1935), pour une sphère solide :
Cimd =
24
Rep
(
1 + 0.15Re0.687b
)
en utilisant le modèle de Sadhal & Johnson (1983) pour une bulle partiellement contaminée, le
coefficient de traînée normalisé s’écrit comme suit :
C∗d =
Cd − Cdm
Cimd − Cdm
l’angle de contamination peut alors être déduit par une technique de la relation proposé par
Sadhal & Johnson (1983)
C∗D(θcap) =
1
2π
{
2(π − θcap) + sin θcap + sin 2θcap − 1
3
sin 3θcap
}
avec la vitesse d’ascension de la bulle mesurée en bas de la colonne, on obtient le tableau D.1
avec la vitesse d’ascension de la bulle mesurée en bas de la colonne, on obtient le tableau D.2
soit le niveau de contamination avant l’entrée de la zone de capture.
Annexe D. Resultats expérimentaux II
db U1 ρf µf Reb Cd C
m
d C
im
d C
∗
d θcap
[mm] [mm/s] [kg/m3] [Pa.s] [−] [−] [−] [−] [−] [◦]
1 1.146 290 997.45 0.000922 360 0.178 0.117 0.637 0.1164 140.68
2 0.973 270 996.59 0.000852 307 0.174 0.136 0.677 0.0709 147.23
3 0.589 103 997.62 0.000922 66 0.725 0.539 1.337 0.2337 128.41
Table D.1 – U1 = f(db, θcap)
db U2 ρf µf Reb Cd C
m
d C
im
d C
∗
d θcap
[mm] [mm/s] [kg/m3] [Pa.s] [−] [−] [−] [−] [−] [◦]
1 1.146 248 997.45 0.000922 307 0.243 0.136 0.677 0.1986 131.70
2 0.973 242 996.59 0.000852 275 0.217 0.150 0.707 0.1196 140.30
3 0.589 78 997.62 0.000922 50 1.265 0.681 1.543 0.6774 93.06
Table D.2 – U2 = f(db, θcap)
Le dénombrement de particules par comptage donne le nombre de particules captées par une
bulle pour 5 classes : 5 − 15, 15 − 25, 25 − 40, 40 − 56, 5675 µm. Avec ce résultat, on peut
calculer la masse des particules capturées par la bulle et la surface non corrigée occuppée par
ces particules.
Mp =
1
6
∑[
nipρpπ(d
i
p)
3
]
(D.1)
Sp =
1
4
∑[
nipπ(d
i
p)
2
]
(D.2)
classe 5− 15 15− 25 25− 40 40− 56 56− 75 Mp (mg) Sp (µm2)
mp (10
−6 mg) 1.2 9.9 42.5 136.8 347.7 − −
sp (µm
2) 79 314 830 1810 3370 − −
n◦ 1 1092 1324 28 1 0 1.59× 10−2 528614
n◦ 2 723 597 11 1 0 7.40× 10−3 254920
n◦ 3 551 907 37 1 0 1.15× 10−2 362656
Table D.3 – Résultats du comptage de particules captées
Les particules capturées par la bulle créent une masse supplémentaire, qui peut être comp-
tablisée comme une auguementation de la masse volumique de la bulles qui devient :
ρb = ρb0 +
∑(dip
db
)3
ρpn
i
p

 (D.3)
avec la masse volumique corrigée ρb, on peut recalculer la vitesse d’ascension de la bulle en
gardant le même niveau de contamination de la surface. Les résultats de ce calcul sont présentés
dans le table D.4
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db ρb θcap C
∗
d C
m
d C
im
d Cd Reb Ub
[mm] [kg/m3] [◦] [−] [−] [−] [−] [−] [mm/s]
1 1.146 21.410 140.68 0.116 0.119 0.641 0.180 354 285.30
2 0.973 15.146 147.23 0.074 0.138 0.682 0.178 302 265.62
3 0.589 107.839 128.41 0.235 0.581 1.398 0.773 60 94.31
Table D.4 – Ub = f(ρb)
Les particules capturées par la bulle occupent la surface à l’arrière de la bulle, par conséquent,
modifient la condition à l’interface et la traînée.
cos θcap =
Sim − Sm
Sim + Sm
(D.4)
où Sim = Sp/φ avec le taux de occupation φ = 0.8. En gardant la même masse volumique de
bulle ρb = 1.18 kg/m3, on peut évaluer l’effet de la contamination de l’interface.
db (mm) S (µm
2) Sim (µm2) Sm (µm2) cos θcap θ
1 1.146 4125904 660768 3465136 −0.680 132.82
2 0.973 2998741 318650 2680092 −0.787 141.95
3 0.589 1089884 453321 636564 −0.168 99.68
Table D.5 – Surface occupée par les particules capturées
db ρb θcap C
∗
d C
m
d C
im
d Cd Reb Ub
[mm] [kg/m3] [◦] [−] [−] [−] [−] [−] [mm/s]
1 1.146 1.18 132.82 0.187 0.134 0.672 0.234 313 252.68
2 0.973 1.18 141.95 0.107 0.147 0.700 0.206 282 248.06
3 0.589 1.18 99.68 0.597 0.658 1.510 1.167 52 81.21
Table D.6 – Ub = f(θcap)
Si les deux effects sont prises en compte dans le calcul, on obtient le tableau suivant :
db ρb θcap C
∗
d C
m
d C
im
d Cd Reb Ub
[mm] [kg/m3] [◦] [−] [−] [−] [−] [−] [mm/s]
1 1.146 21.41 132.82 0.1872 0.136 0.677 0.237 308 248.74
2 0.973 15.15 141.95 0.1066 0.149 0.704 0.208 279 245.37
3 0.589 107.84 99.68 0.5967 0.704 1.576 1.225 48 74.91
Table D.7 – Ub = f(θcap, ρb
db ρb Ub Reb C
∗
d C
m
d C
im
d Cd θcap
[mm] [kg/m3] [mm/s] [−] [−] [−] [−] [−] [◦]
1 1.146 21.41 248 307 0.238 0.136 0.677 0.1895 132.63
2 0.973 15.15 242 275 0.214 0.150 0.707 0.1141 140.97
3 0.589 107.84 78 50 1.129 0.681 1.543 0.5203 105.63
Table D.8 – θcap = f(Ub, ρb
209
Annexe D. Resultats expérimentaux II
Resultats expérimentaux
210
ρf [kg/m
3] 996.86
µ [kg/m.s] 0.000871
db [mm] 0.570
Cp [p/ml] 25505
H [mm] 0 335 365 420 454 482 533 561 589 603
Ub [mm/s] 129.4 110.87 109.67 108.04 107.07 106.16 104.21 103.24 102.27 101.87
Reb [−] 84 72 71 70 69 69 67 67 66 66
Cd [−] 0.440 0.586 0.598 0.615 0.625 0.635 0.657 0.669 0.680 0.685
Cimd [−] 1.187 1.280 1.287 1.296 1.302 1.308 1.320 1.326 1.332 1.335
Cmd [−] 0.437 0.500 0.504 0.511 0.515 0.518 0.527 0.531 0.535 0.537
C∗d [−] 0.003 0.111 0.120 0.133 0.140 0.148 0.165 0.173 0.182 0.186
θ [rad] 2.939 2.466 2.447 2.420 2.405 2.390 2.359 2.342 2.326 2.320
θ [◦] 168.4 141.3 140.2 138.7 137.8 136.9 135.1 134.2 133.3 132.9
Sim [mm2] 0.010 0.110 0.116 0.125 0.130 0.135 0.146 0.152 0.158 0.160
∆Sim [mm2] 0.010 0.100 0.006 0.009 0.005 0.005 0.011 0.006 0.006 0.002
Ncapt [p] 23 222 16 22 13 13 28 15 14 6
N tcapt [p] 23 222 238 260 273 286 314 329 343 349
Vcapt [10
−3 mm3] 0.095 0.932 0.066 0.092 0.056 0.053 0.117 0.064 0.059 0.025
ρb [kg/m
3] 3.57 24.50 26.15 28.44 29.84 31.17 34.09 35.70 37.18 37.80
V ol [ml3] 0 0.0840 0.0075 0.0138 0.0085 0.0070 0.0128 0.0070 0.0070 0.0035
N0 [p] 0 2142 192 352 217 179 326 179 179 90
N t0 [p] 0 2142 2334 2686 2903 3082 3408 3587 3766 3856
Ecoll [%] 0.00 10.39 8.22 6.22 6.12 7.08 8.54 8.59 7.90 6.63
Table D.9 – Test-1
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ρf [kg/m
3] 996.86
µ [kg/m.s] 0.000871
db [mm] 1.160
Cp [p/ml] 14965
H [mm] 0 329 348 367 385 413 440 458 494 512 530 548 566 584 601
Ub [mm/s] 342.7 319.4 314.6 310.9 307.3 304.9 303.3 301.7 298.4 296.8 295.2 294.0 292.8 291.6 290.4
Reb [−] 456 425 418 414 409 405 403 401 397 395 393 391 389 388 386
Cd [−] 0.128 0.147 0.151 0.155 0.159 0.161 0.163 0.164 0.168 0.170 0.172 0.173 0.174 0.176 0.177
Cimd [−] 0.582 0.598 0.602 0.604 0.607 0.609 0.610 0.611 0.614 0.615 0.616 0.617 0.618 0.619 0.620
Cmd [−] 0.094 0.101 0.102 0.103 0.104 0.105 0.106 0.106 0.107 0.108 0.108 0.109 0.109 0.109 0.110
C∗d [−] 0.069 0.093 0.099 0.104 0.108 0.111 0.113 0.116 0.120 0.122 0.125 0.127 0.128 0.130 0.132
θ [rad] 2.574 2.510 2.495 2.484 2.473 2.466 2.461 2.456 2.446 2.441 2.436 2.432 2.430 2.426 2.422
θ [◦] 147.5 143.8 142.9 142.3 141.7 141.3 141.0 140.7 140.1 139.8 139.6 139.3 139.2 139.0 138.8
Sim [mm2] 0.332 0.410 0.429 0.443 0.457 0.467 0.473 0.480 0.493 0.500 0.507 0.512 0.515 0.520 0.526
∆Sim [mm2] 0.332 0.077 0.019 0.014 0.014 0.010 0.007 0.007 0.007 0.007 0.007 0.005 0.003 0.005 0.005
Ncapt [p] 847 197 24 22 23 25 17 17 17 17 17 13 8 13 14
N tcapt [p] 847 1044 1068 1090 1113 1137 1154 1171 1205 1222 1240 1253 1261 1274 1288
Vcapt [10
−3 mm3] 3.546 0.826 0.101 0.093 0.095 0.103 0.070 0.071 0.072 0.072 0.072 0.055 0.034 0.056 0.057
ρb [kg/m
3] 11.38 13.75 14.04 14.31 14.58 14.88 15.08 15.28 15.70 15.90 16.11 16.27 16.37 16.53 16.69
V ol [ml3] 0.000 0.348 0.021 0.020 0.020 0.029 0.029 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019
N0 [p] 0 5215 308 294 294 436 433 287 287 287 285 283 283 283 280
N t0 [p] 0 5215 5524 5818 6112 6548 6981 7269 7844 8131 8416 8699 8982 9265 9545
Ecoll [%] 0.00 3.78 7.79 7.53 7.74 5.63 3.84 5.87 6.01 5.98 6.07 4.64 2.86 4.75 4.83
Table D.10 – Test-2
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ρf [kg/m
3] 997.13
µ [kg/m.s] 0.000891
db [mm] 1.030
Cp [p/ml] 17634
H [mm] 0 460 489 514 539 564 590 614 640 663 691
Ub [mm/s] 305.4 264.7 259.4 256.5 252.5 249.7 248.3 246.9 244.7 243.3 242.1
Reb [−] 352 305 299 296 291 288 286 285 282 280 279
Cd [−] 0.143 0.191 0.198 0.203 0.209 0.214 0.216 0.219 0.222 0.225 0.227
Cimd [−] 0.643 0.679 0.685 0.688 0.692 0.695 0.697 0.698 0.701 0.702 0.704
Cmd [−] 0.120 0.137 0.139 0.141 0.143 0.144 0.145 0.146 0.147 0.148 0.149
C∗d [−] 0.044 0.100 0.108 0.113 0.121 0.126 0.129 0.131 0.136 0.139 0.141
θ [rad] 2.657 2.494 2.474 2.462 2.446 2.435 2.429 2.423 2.414 2.408 2.403
θ [◦] 152.3 142.9 141.7 141.1 140.2 139.5 139.2 138.9 138.3 138.0 137.7
Sim [mm2] 0.191 0.337 0.358 0.370 0.387 0.399 0.405 0.412 0.422 0.428 0.434
∆Sim [mm2] 0.191 0.146 0.021 0.012 0.017 0.012 0.006 0.006 0.010 0.007 0.005
Ncapt [p] 488 371 53 31 43 31 16 16 26 17 14
N tcapt [p] 488 371 424 455 498 529 545 561 587 603 617
Vcapt [10
−3 mm3] 2.043 1.553 0.223 0.130 0.181 0.129 0.066 0.067 0.110 0.069 0.058
ρb [kg/m
3] 9.62 7.59 8.51 9.05 9.80 10.33 10.60 10.88 11.33 11.62 11.86
V ol [ml3] 0.0000 0.3833 0.0238 0.0210 0.0208 0.0208 0.0217 0.0203 0.0212 0.0198 0.0234
N0 [p] 0 6759 783 690 683 683 714 667 698 651 768
N t0 [p] 0 6759 7542 8232 8915 9598 10311 10978 11676 12328 13095
Ecoll [%] 0.00 5.49 6.79 4.48 6.32 4.52 2.20 2.39 3.77 2.54 1.81
Table D.11 – Test-3
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ρf [kg/m
3] 996.31
µ [kg/m.s] 0.000833
db [mm] 0.220
Cp [p/ml] 25840
H [mm] 0 475 505 522 539 547 564 572 580 547 589 597 605
Ub [mm/s] 30.8 27.9 27.4 27.1 26.8 26.7 26.4 26.3 26.2 282.8 26.1 26.0 25.9
Reb [−] 8 7 7 7 7 7 7 7 7 352 7 7 7
Cd [−] 2.966 3.354 3.439 3.493 3.551 3.574 3.622 3.646 3.670 0.168 3.688 3.707 3.720
Cimd [−] 4.800 5.165 5.234 5.276 5.322 5.340 5.377 5.396 5.415 0.642 5.429 5.443 5.453
Cmd [−] 2.908 3.148 3.193 3.221 3.251 3.262 3.287 3.299 3.311 0.120 3.321 3.330 3.336
C∗d [−] 0.031 0.102 0.121 0.133 0.145 0.150 0.160 0.165 0.171 0.092 0.174 0.178 0.181
θ [rad] 2.719 2.488 2.445 2.420 2.395 2.385 2.366 2.356 2.347 2.512 2.340 2.333 2.328
θ [◦] 155.8 142.5 140.1 138.7 137.2 136.7 135.6 135.0 134.5 144.0 134.1 133.7 133.4
Sim [mm2] 0.007 0.016 0.018 0.019 0.021 0.021 0.022 0.023 0.023 0.327 0.024 0.024 0.024
∆Sim [mm2] 0.007 0.009 0.002 0.001 0.001 0.0005 0.001 0.0005 0.0005 0.002 0.0004 0.0004 0.0003
Ncapt [p] 17 41 5 3 3 1 3 1 1 5 1 1 1
N tcapt [p] 17 58 63 66 70 71 74 75 76 832 77 78 79
Vcapt [10
−3 mm3] 0.0728 0.1704 0.0218 0.0135 0.0140 0.0054 0.0111 0.0055 0.0055 0.022 0.0041 0.0041 0.0029
ρb [kg/m
3] 31.21 101.51 110.51 116.07 121.84 124.07 128.66 130.93 133.20 15.07 134.90 136.59 137.78
V ol [ml3] 0.0000 0.0184 0.0012 0.0007 0.0007 0.0003 0.0006 0.0003 0.0003 0.015 0.0003 0.0003 0.0003
N0 [p] 0 475 30 17 17 8 17 8 8 235 8 8 8
N t0 [p] 0.00 475.00 505.10 522.09 539.06 547.54 564.21 572.40 580.59 7452 588.77 596.96 605.15
Ecoll [%] 0.00 8.57 17.31 18.92 19.70 15.23 15.91 16.06 16.10 0.00 11.95 11.97 8.40
Table D.12 – Test-4
214
ρf [kg/m
3] 996.31
µ [kg/m.s] 0.000833
db [mm] 1.040
Cp [p/ml] 15981
H [mm] 0 383 426 443 461 478 495 512 530 547 581 598 615
Ub [mm/s] 303.8 295.5 290.0 288.8 287.3 285.9 284.9 284.1 283.4 282.8 281.8 281.3 281.0
Reb [−] 379 368 361 360 358 356 355 354 353 352 351 351 350
Cd [−] 0.146 0.154 0.160 0.161 0.163 0.164 0.165 0.166 0.167 0.168 0.169 0.170 0.170
Cimd [−] 0.625 0.632 0.636 0.637 0.638 0.640 0.640 0.641 0.642 0.642 0.643 0.644 0.644
Cmd [−] 0.112 0.115 0.117 0.117 0.118 0.119 0.119 0.119 0.119 0.120 0.120 0.120 0.120
C∗d [−] 0.066 0.076 0.083 0.084 0.086 0.088 0.089 0.090 0.091 0.092 0.094 0.094 0.095
θ [rad] 2.584 2.556 2.537 2.533 2.528 2.523 2.520 2.517 2.515 2.512 2.509 2.507 2.506
θ [◦] 148.0 146.4 145.4 145.1 144.8 144.6 144.4 144.2 144.1 144.0 143.8 143.7 143.6
Sim [mm2] 0.259 0.285 0.302 0.306 0.311 0.316 0.319 0.322 0.324 0.327 0.330 0.332 0.333
∆Sim [mm2] 0.259 0.026 0.018 0.004 0.005 0.005 0.003 0.003 0.002 0.002 0.001 0.002 0.001
Ncapt [p] 658 66 45 10 13 13 8 7 6 5 4 4 3
N tcapt [p] 658 725 769 779 792 805 813 820 826 832 840 845 847
Vcapt [10
−3 mm3] 2.758 0.277 0.188 0.043 0.053 0.053 0.035 0.029 0.026 0.022 0.015 0.019 0.011
ρb [kg/m
3] 12.18 13.29 14.03 14.20 14.41 14.63 14.77 14.88 14.99 15.07 15.22 15.30 15.34
V ol [ml3] 0.000 0.326 0.037 0.015 0.015 0.015 0.015 0.015 0.015 0.015 0.014 0.014 0.014
N0 [p] 0 5213 594 235 235 235 235 235 235 235 231 231 231
N t0 [p] 0 5213 5807 6042 6277 6512 6747 6982 7217 7452 7919 8150 8381
Ecoll [%] 0.00 1.27 7.54 4.32 5.35 5.40 3.54 2.98 2.62 2.26 1.54 1.94 1.12
Table D.13 – Test-5
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ρf [kg/m
3] 996.59
µ [kg/m.s] 0.000852
db [mm] 0.800
Cp [p/ml] 32858
H [mm] 0.00 340 362 384 411 433 449 471 492 534 554 575
Ub [mm/s] 214.0 187.2 184.8 182.3 179.9 177.7 176.5 175.2 173.7 171.4 170.2 169.0
Reb [−] 200 175 173 171 168 166 165 164 163 160 159 158
Cd [−] 0.226 0.292 0.300 0.308 0.316 0.323 0.327 0.332 0.338 0.346 0.351 0.356
Cimd [−] 0.805 0.852 0.856 0.861 0.866 0.871 0.873 0.876 0.879 0.884 0.887 0.890
Cmd [−] 0.201 0.227 0.230 0.233 0.236 0.238 0.240 0.241 0.243 0.246 0.248 0.249
C∗d [−] 0.040 0.104 0.111 0.119 0.127 0.134 0.138 0.143 0.148 0.157 0.161 0.166
θ [rad] 2.673 2.484 2.467 2.450 2.434 2.418 2.410 2.401 2.390 2.373 2.365 2.356
θ [◦] 153.2 142.3 141.4 140.4 139.4 138.5 138.1 137.5 136.9 136.0 135.5 135.0
Sim [mm2] 0.108 0.210 0.220 0.231 0.242 0.252 0.258 0.264 0.271 0.282 0.289 0.295
∆Sim [mm2] 0.108 0.210 0.010 0.011 0.011 0.010 0.006 0.006 0.007 0.006 0.006 0.006
Ncapt [p] 275 534 26 27 28 26 14 15 19 15 16 16
N tcapt [p] 275 534 560 588 615 641 656 671 690 719 735 751
Vcapt [10
−3 mm3] 1.1536 2.2373 0.1105 0.1133 0.1164 0.1095 0.0602 0.0646 0.0777 0.0649 0.0659 0.0670
ρb [kg/m
3] 11.35 20.90 21.87 22.87 23.90 24.86 25.39 25.96 26.65 27.73 28.31 28.90
V ol [ml3] 0.0000 0.1707 0.0113 0.0111 0.0137 0.0109 0.0081 0.0108 0.0106 0.0105 0.0104 0.0103
N0 [p] 0 5608 371 366 451 359 267 354 349 344 342 337
N t0 [p] 0 5608 5979 6345 6795 7154 7421 7774 8123 8811 9153 9490
Ecoll [%] 0.00 9.52 7.11 7.39 6.16 7.29 5.39 4.36 5.31 4.50 4.61 4.75
Table D.14 – Test-6
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ρf [kg/m
3] 997.38
µ [kg/m.s] 0.000911
db [mm] 0.245
Cp [p/ml] 21905
H [mm] 0 325 376 415 454 475 492 511 530 549 568 587
Ub [mm/s] 34.3 33.6 33.1 32.8 32.5 32.4 32.2 32.1 31.9 31.7 31.5 31.4
Reb [−] 9 9 9 9 9 9 9 9 9 8 8 8
Cd [−] 2.672 2.724 2.780 2.817 2.860 2.877 2.895 2.914 2.940 2.966 2.985 3.004
Cimd [−] 4.404 4.469 4.517 4.548 4.582 4.596 4.611 4.626 4.646 4.667 4.682 4.697
Cmd [−] 2.646 2.689 2.720 2.741 2.763 2.773 2.782 2.793 2.806 2.820 2.830 2.840
C∗d [−] 0.015 0.020 0.033 0.042 0.053 0.057 0.062 0.066 0.073 0.079 0.084 0.089
θ [rad] 2.810 2.775 2.703 2.665 2.629 2.612 2.598 2.584 2.566 2.547 2.534 2.521
θ [◦] 161.0 159.0 154.9 152.7 150.6 149.7 148.9 148.0 147.0 145.9 145.2 144.5
Sim [mm2] 0.005 0.006 0.009 0.011 0.012 0.013 0.014 0.014 0.015 0.016 0.017 0.018
∆Sim [mm2] 0.005 0.006 0.003 0.002 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001
Ncapt [p] 13 16 7 4 4 2 2 2 2 3 2 2
N tcapt [p] 13 29 36 40 44 46 48 49 52 54 56 58
Vcapt [10
−3 mm3] 0.0549 0.0668 0.0284 0.0169 0.0172 0.0082 0.0073 0.0076 0.0098 0.0106 0.0073 0.0073
ρb [kg/m
3] 18.02 38.52 47.25 52.42 57.70 60.22 62.45 64.78 67.79 71.05 73.29 75.52
V ol [ml3] 0.0000 0.0153 0.0024 0.0018 0.0019 0.0010 0.0008 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009
N0 [p] 0 336 52 40 41 21 18 20 20 20 19 19
N t0 [p] 0 336 388 428 469 490 508 528 547 567 586 606
Ecoll [%] 0.00 8.64 13.07 10.04 10.02 9.27 9.85 9.10 11.88 12.95 8.94 8.99
Table D.15 – Test-7
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ρf [kg/m
3] 997.38
µ [kg/m.s] 0.000911
db [mm] 0.980
Cp [p/ml] 46094
H [mm] 0 305 343 367 386 441 489 536 583
Ub [mm/s] 233.5 213.0 208.3 204.9 202.8 198.8 196.5 194.1 191.7
Reb [−] 251 229 223 220 218 213 211 208 206
Cd [−] 0.231 0.271 0.283 0.292 0.298 0.310 0.317 0.324 0.332
Cimd [−] 0.735 0.763 0.770 0.775 0.778 0.784 0.788 0.792 0.796
Cmd [−] 0.164 0.179 0.182 0.185 0.187 0.190 0.192 0.194 0.197
C∗d [−] 0.117 0.158 0.172 0.182 0.188 0.201 0.209 0.217 0.226
θ [rad] 2.456 2.371 2.345 2.329 2.317 2.294 2.281 2.267 2.253
θ [◦] 140.7 135.8 134.4 133.4 132.7 131.4 130.7 129.9 129.1
Sim [mm2] 0.341 0.427 0.454 0.472 0.485 0.510 0.525 0.541 0.557
∆Sim [mm2] 0.341 0.427 0.027 0.018 0.013 0.025 0.015 0.016 0.016
Ncapt [p] 869 1086 69 45 34 64 38 40 41
N tcapt [p] 869 1955 2024 2070 2104 2168 2206 2246 2287
Vcapt [10
−3 mm3] 4.5495 0.2895 0.1905 0.1437 0.2692 0.1589 0.1678 0.1733
ρb [kg/m
3] 18.63 40.45 41.83 42.75 43.44 44.73 45.49 46.29 47.12
V ol [ml3] 0.0000 0.2297 0.0287 0.0185 0.0140 0.0416 0.0362 0.0358 0.0351
N0 [p] 0 10590 1321 854 646 1917 1669 1649 1619
N t0 [p] 0 10590 11911 12765 13411 15328 16997 18646 20265
Ecoll [%] 0.00 10.26 5.23 5.32 5.31 3.35 2.27 2.43 2.56
Table D.16 – Test-8
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ρf [kg/m
3] 996.86
µ [kg/m.s] 0.000871
db [mm] 0.596
Cp [p/ml] 31023
H [mm] 0 320 345 383 438 474 510 546 581 616
Ub [mm/s] 128.2 104.4 103.3 101.6 100.0 99.2 98.3 97.5 96.7 95.9
Reb [−] 87 71 70 69 68 68 67 67 66 65
Cd [−] 0.465 0.681 0.694 0.715 0.737 0.748 0.759 0.771 0.783 0.795
Cimd [−] 1.163 1.285 1.291 1.302 1.312 1.317 1.323 1.328 1.334 1.340
Cmd [−] 0.421 0.503 0.507 0.514 0.521 0.525 0.529 0.533 0.536 0.540
C∗d [−] 0.060 0.228 0.239 0.255 0.272 0.281 0.290 0.299 0.309 0.318
θ [rad] 2.603 2.250 2.232 2.207 2.182 2.169 2.156 2.142 2.129 2.115
θ [◦] 149.2 128.9 127.9 126.5 125.0 124.3 123.5 122.7 122.0 121.2
Sim [mm2] 0.079 0.208 0.215 0.226 0.238 0.244 0.250 0.256 0.263 0.269
∆Sim [mm2] 0.079 0.208 0.008 0.011 0.012 0.006 0.006 0.006 0.006 0.007
Ncapt [p] 201 328 20 28 29 15 16 16 16 17
N tcapt [p] 201 529 548 576 606 621 636 652 668 685
Vcapt [10
−3 mm3] 0.8413 1.3728 0.0823 0.1179 0.1230 0.0635 0.0649 0.0664 0.0679 0.0694
ρb [kg/m
3] 19.11 48.38 50.13 52.65 55.27 56.62 58.01 59.42 60.87 62.35
V ol [ml] 0.0000 0.0893 0.0070 0.0105 0.0153 0.0102 0.0099 0.0100 0.0099 0.0097
N0 [p] 0 2770 218 326 475 316 308 311 306 300
N t0 [p] 0 2770 2988 3314 3789 4105 4414 4724 5030 5330
Ecoll [%] 0.00 11.83 9.01 8.63 6.18 4.80 5.03 5.10 5.30 5.51
Table D.17 – Test-9
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ρf [kg/m
3] 996.86
µ [kg/m.s] 0.000871
db [mm] 0.815
Cp [p/ml] 31023
H [mm] 0 307 342 376 409 442 474 506 537 568
Ub [mm/s] 209.0 195.0 190.1 185.2 181.9 178.6 177.0 175.4 172.1 170.5
Reb [−] 195 182 177 173 170 167 165 164 161 159
Cd [−] 0.241 0.275 0.289 0.304 0.314 0.326 0.331 0.337 0.350 0.356
Cimd [−] 0.814 0.838 0.847 0.857 0.863 0.870 0.873 0.877 0.884 0.888
Cmd [−] 0.207 0.220 0.225 0.230 0.234 0.238 0.240 0.242 0.246 0.248
C∗d [−] 0.056 0.089 0.103 0.117 0.128 0.139 0.144 0.150 0.163 0.169
θ [rad] 2.615 2.519 2.486 2.453 2.431 2.408 2.397 2.385 2.362 2.350
θ [◦] 149.8 144.3 142.5 140.6 139.3 138.0 137.3 136.7 135.3 134.7
Sim [mm2] 0.141 0.196 0.216 0.238 0.253 0.268 0.276 0.284 0.301 0.310
∆Sim [mm2] 0.141 0.196 0.020 0.021 0.015 0.016 0.008 0.008 0.017 0.009
Ncapt [p] 360 138 52 55 38 40 20 21 43 22
N tcapt [p] 360 498 550 605 643 683 703 724 767 789
Vcapt [10
−3 mm3] 1.508 0.579 0.218 0.229 0.160 0.166 0.085 0.087 0.180 0.093
ρb [kg/m
3] 13.76 18.58 20.40 22.31 23.65 25.03 25.74 26.47 27.97 28.74
V ol [ml] 0.0000 0.1601 0.0182 0.0177 0.0173 0.0170 0.0168 0.0166 0.0163 0.0160
N0 [p] 0 4966 564 550 538 528 521 516 507 497
N t0 [p] 0 4966 5530 6080 6618 7146 7667 8183 8690 9187
Ecoll [%] 0 2.78 9.23 5.25 7.10 7.50 3.92 4.03 8.47 4.46
Table D.18 – Test-10
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ρf [kg/m
3] 996.995
µ [kg/m.s] 0.000891
db [mm] 0.530
Cp [p/ml] 46414
H [mm] 0 369 403 445 495 536 577 618
Ub [mm/s] 95.9 70.3 69.6 68.6 67.7 67.2 66.7 66.2
Reb [−] 57.5 42.1 41.8 41.2 40.6 40.3 40.0 39.7
Cd [−] 0.724 1.296 1.317 1.349 1.381 1.398 1.415 1.432
Cimd [−] 1.430 1.686 1.694 1.708 1.721 1.728 1.735 1.742
Cmd [−] 0.602 0.781 0.787 0.797 0.806 0.811 0.816 0.821
C∗d [−] 0.147 0.570 0.584 0.606 0.628 0.640 0.652 0.663
θ [rad] 2.393 1.777 1.758 1.728 1.695 1.679 1.662 1.645
θ [◦] 137.1 101.8 100.7 99.0 97.1 96.2 95.2 94.3
Sim [mm2] 0.118 0.351 0.359 0.372 0.386 0.394 0.401 0.408
∆Sim [mm2] 0.118 0.233 0.008 0.013 0.014 0.007 0.007 0.008
Ncapt [p] 301 292 21 33 36 18 19 19
N tcapt [p] 301 593 614 647 683 702 720 739
Vcapt [10
−3 mm3] 1.26 1.22 0.09 0.144 0.15 0.08 0.08 0.08
ρb [kg/m
3] 39.36 76.45 79.17 83.34 87.94 90.26 92.64 95.07
V ol [ml] 0.000 0.0814 0.0074 0.0093 0.0110 0.0091 0.0092 0.0090
N0 [p] 0 3777 345 433 509 421 427 418
N t0 [p] 0 3777 4122 4555 5064 5485 5912 6330
Ecoll [%] 0.00 7.73 6.20 7.59 7.11 4.34 4.39 4.58
Table D.19 – Test-11
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ρf [kg/m
3] 997.13
µ [kg/m.s] 0.000891
db [mm] 0.677
Cp [p/ml] 26695
H [mm] 0 321 364 422 478 523 568 613
Ub [mm/s] 138.0 126.1 125.0 123.2 121.4 120.4 119.1 118.3
Reb [−] 105 96 95 93 92 91 90 90
Cd [−] 0.452 0.535 0.544 0.559 0.574 0.584 0.596 0.603
Cimd [−] 1.069 1.115 1.120 1.128 1.135 1.140 1.146 1.149
Cmd [−] 0.360 0.390 0.393 0.398 0.403 0.406 0.410 0.412
C∗d [−] 0.129 0.200 0.208 0.221 0.234 0.242 0.253 0.259
θ [rad] 2.429 2.296 2.282 2.261 2.240 2.228 2.212 2.202
θ [◦] 139.1 131.6 130.8 129.6 128.4 127.6 126.7 126.2
Sim [mm2] 0.175 0.242 0.250 0.261 0.273 0.280 0.290 0.295
∆Sim [mm2] 0.175 0.067 0.007 0.012 0.012 0.007 0.009 0.006
Ncapt [p] 447 171 19 29 30 18 24 15
N tcapt [p] 447 617 636 665 695 714 737 752
Vcapt [10
−3 mm3] 1.870 0.714 0.079 0.123 0.126 0.077 0.098 0.061
ρb [kg/m
3] 28.39 38.78 39.93 41.72 43.55 44.66 46.10 46.98
V ol [ml] 0.0000 0.1154 0.0155 0.0209 0.0201 0.0164 0.0162 0.0160
N0 [p] 0 3081 413 559 536 439 433 428
N t0 [p] 0 3081 3494 4053 4589 5028 5462 5890
Ecoll [%] 0.00 5.54 4.58 5.25 5.60 4.18 5.43 3.40
Table D.20 – Test-12
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ρf [kg/m
3] 997.38
µ [kg/m.s] 0.000911
db [mm] 1.065
Cp [p/ml] 26069
H [mm] 0 286 315 344 387 402 429 457 485 511 538 564
Ub [mm/s] 295.9 245.8 242.6 238.5 233.6 232.3 229.9 227.0 225.4 223.7 222.5 221.3
Reb [−] 345 287 283 278 272 271 268 265 263 261 259 258
Cd [−] 0.157 0.226 0.232 0.240 0.250 0.252 0.257 0.264 0.267 0.271 0.274 0.277
Cimd [−] 0.648 0.696 0.700 0.705 0.711 0.712 0.715 0.719 0.721 0.723 0.725 0.726
Cmd [−] 0.122 0.145 0.147 0.149 0.152 0.153 0.154 0.156 0.157 0.158 0.159 0.160
C∗d [−] 0.0668 0.1466 0.1536 0.1629 0.1746 0.1776 0.1838 0.1914 0.1958 0.2003 0.2038 0.2073
θ [rad] 2.582 2.394 2.380 2.362 2.340 2.335 2.324 2.311 2.303 2.296 2.290 2.283
θ [◦] 147.9 137.1 136.4 135.3 134.1 133.8 133.2 132.4 132.0 131.5 131.2 130.8
Sim [mm2] 0.272 0.475 0.492 0.515 0.542 0.549 0.563 0.580 0.590 0.600 0.608 0.618
∆Sim [mm2] 0.272 0.475 0.017 0.023 0.027 0.007 0.014 0.017 0.010 0.010 0.008 0.010
Ncapt [p] 692 519 43 57 69 18 36 44 25 26 20 25
N tcapt [p] 692 1211 1253 1311 1380 1397 1434 1477 1503 1529 1548 1574
Vcapt [10
−3 mm3] 2.8975 2.1741 0.1786 0.2405 0.2889 0.0741 0.1518 0.1827 0.1067 0.1087 0.0823 0.1060
ρb [kg/m
3] 12.01 20.13 20.79 21.69 22.77 23.05 23.62 24.30 24.70 25.10 25.41 25.81
V ol [ml] 0.0000 0.2544 0.0264 0.0256 0.0386 0.0127 0.0248 0.0246 0.0246 0.0235 0.0235 0.0233
N0 [p] 0 6632 689 668 1006 331 648 641 641 613 613 606
N t0 [p] 0 6632 7321 7989 8996 9326 9974 10615 11256 11869 12482 13089
Ecoll [%] 7.83 6.19 8.59 6.86 5.35 5.59 6.80 3.98 4.23 3.20 4.17
Table D.21 – Test-13
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Abstract
A single bubble experiment is developed for the determination of the capture efficiency by rising bubbles in a uniform concentration of small
inertialess glass particles under carefully controlled hydrodynamics and physico-chemical conditions. Air bubbles (0.35–1.3 mm in diameter)
rise and reach their terminal velocity in clean water before passing through a suspension of particles (15–56 lm in size), where capture takes
place. After passing through another zone containing pure water to remove particles trapped in their wake, bubbles release captured particles
at the surface from where the particles are collected and counted. A capture efficiency is then calculated as the ratio of the number of particles
captured by one rising bubble to the number of particles present in the volume swept out by this bubble. Capture efficiencies range between
10−3 and 5 × 10−1 and are in the order of magnitude of the experimental results presented by Ralston and Dukhin [1999. The interaction
between particles and bubbles. Colloids and Surfaces A: Physicochemical and Engineering Aspects 151, 3–14] as well as of numerical results
for collision efficiency presented by Sarrot et al. [2005. Determination of the collision frequency between bubbles and particles in flotation.
Chemical Engineering Sciene 60 (22), 6107–6117].
q 2007 Elsevier Ltd. All rights reserved.
Keywords: Flotation; Particles; Bubbles; Collision
1. Introduction
Flotation, which is based on the capture of partially
hydrophobic solid particles by air-bubbles, is a separation
process in many applied industrial domains like water treat ment,
mineral extraction and liquid steel purification. The objective
of such a process is to make bubbles capture the particles in
suspension and release them at a free surface. An overall effi-
ciency can be determined via experiments at the whole process
scale. By this way, respective influences of different physico-
chemical and hydraulic parameters (hydrophobicity, nature and
size distribution of the particles, gaz and liquid flow rates . . .)
on the elimination of given solid particles can be scanned, see
for example the works of Reay and Ratcliff (1975), Collins
and Jameson (1976), Small et al. (1997) or more recently Hu
et al. (2003). Modeling efficiency at the scale of flotation cell
can be performed by the integration of the number of particles
∗ Corresponding author. Tel.: +33 561559686.
E-mail address: pascal.guiraud@insa-toulouse.fr (P. Guiraud).
0009-2509/$ - see front matter q 2007 Elsevier Ltd. All rights reserved.
doi:10.1016/j.ces.2007.08.028
captured by each bubble along the rising vertical of the bub-
ble swarm. This number depends on the volume swept by each
bubble, the number-concentration of bubbles, and the capture
efficiency. The capture is sometimes referred to as heterocoag-
ulation and can be considered as the key mechanism for this
process. Capture efficiency is defined as the ratio of the number
of bubble-captured particles over the number of particles ini-
tially located in the volume that the bubble swepts. Capture ef-
ficiency is usually seen as the product of three sub-efficiencies
relative to the three successive steps of the capture process: col-
lision, attachment and stability. These sub-processes are well
described by Ralston et al. (2002) to which reader can refer
for much more details. Mechanisms of particle–bubble inter-
action during heterocoagulation control the flotation efficiency
and combine the dynamics of collision and film drainage with
the thermodynamics of the forces which link the bubble and
the particles forming an aggregate.
Collision models have been developed for spherical bubbles
on the basis of analytical solutions of the flow field around the
bubble under asymptotic conditions (Stokes or potential flows)
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or via Taylor series for intermediate bubble Reynolds numbers
(Reb=ql‖−→Vb‖db/ll where ql is the liquid density,−→Vb the bubble
slip velocity, db the bubble diameter and ll the dynamic viscos-
ity). Dai et al. (2000) reviewed some of these different collision
models available in literature (Sutherland, 1948; Gaudin, 1957;
Flint and Howarth, 1971; Weber and Paddock, 1983; Nguyen,
1998; Ralston et al., 1999a) and compared them to their own
experimental results (Dai et al., 1998a). More recently, in the
work of Phan et al. (2003), the Basset–Boussinesq–Oseen mo-
tion equation for the particles is solved on a flow field approx-
imated by Taylor series around clean and fully contaminated
bubbles for Reb = 200. The bubble–liquid interface contami-
nation by surfactant agents or by the captured particles them-
selves plays a major role on the capture efficiency due to the
interface immobilization that modifies the flow field around the
bubble from clean bubble to fully contaminated bubble behav-
ing as solid particle. In a previous paper, Sarrot et al. (2005)
investigated the collision efficiency on using direct numerical
simulations (DNS) of the flow fields around the bubbles. They
focused on unexplored ranges of parameters concerning the
bubble Reynolds number, the particle diameter over bubble di-
ameter ratio, and particularly the contamination degree of the
bubble surface.
The number of experiments developed in order to measure
the number of particles captured by a single rising bubble is
in fact very scarce, certainly because this measurement is very
difficult to perform under well controlled conditions. Bleier
et al. (1977) and more recently Ralston et al. (1999a) at the Ian
Wark Institute developed a series of single bubbles or bubble
train experiments with the objective to give experimental sup-
port to the validation of collision efficiency and capture mod-
els. The paper of Ralston et al. (1999a) summarizes a long
work began with Hewitt et al. (1995) and continued by Dai
et al. (1998a,b, 1999). Thanks to these experiments, modeling
of the attachment and detachment processes became realizable.
The works of Ralston et al. (1999a,b), Ralston (1999), Yoon
(2000), Nguyen and Evans (2002) and Mishchuk et al. (2002)
deal with the modeling of attachment efficiency. For the detach-
ment probability, the papers of Ralston et al. (1999b), Bloom
and Heindel (2002) and Phan et al. (2003) can be cited.
The objective of the present work is to develop another
single bubble experiment, with efforts to measure bubble
size and velocity, to obtain capture at bubble terminal veloc-
ity, and to determine the contamination level of the bubble
interface.
2. Experimental facility
2.1. Principle of the experiment
Fig. 1 depicts the experimental device. Calibrated bubbles
are produced (0) at the bottom of a square glass column in
a bubbling zone (1) filled with pure water to prevent bubbles
from capturing of particles during bubble formation and bubble
acceleration. Bubbles then rise at terminal velocity through a
particle suspension in the capture zone (2). At the top of the
device, the cleaning zone (3) prevents particles carried in the
1
4
3 Cleaning zone
Capture zone
0 Bubble injection
Clean water
Clean water
Bubble
Particles in 
suspension
Particles deposition 
surface
Bubbling zone
2
Fig. 1. General principle of experimental device.
rising bubble wake from reaching particle deposition surface
(4). Particles captured by the bubbles are recovered from the
deposition surface; the number of particles is determined by a
counting device.
2.2. Phase system
2.2.1. Water
The particle suspension is prepared with demineralized
water produced by an AQUASOURCE device. Tap wa-
ter is filtered below 1 lm and then demineralized with two
stages ion exchange resin. The conductivity measured by a
WTW LR235/01 conductivity sensor ranges between 0.62
and 8.79 lS cm−1. Most of measurements are close to a mean
value of 1 lS cm−1. For memory, water is usually considered
as ultra-pure below a conductivity of 0.5 lS cm−1 and the
tap water conductivity is around 200 lS cm−1. No attempts
were made to remove dissolved gases from water. The
number of residual particles in the purified water is less than
two particles cm−3 for particle sizes over than 25 lm, and
almost 10 and 25 particles cm−3 for particles sizes ranging
between 15 and 25 lm and 5 and 15 lm, respectively. As
water temperature ranges from 20.4◦ to 28.4◦, water density
and viscosity are modified in consequence and of course are
accounted for. The superficial tension of demineralized water
and air at 20 ◦C has been measured (GBX 3S-Bal285 instru-
ment) at 72 mN m−1.
2.2.2. Solid particles
Solid particles are quasi-spherical glass micro-balls from
Marteau et Lemarie. Sphericity is an important feature to avoid
from lift effects in velocity gradients in the vicinity of the
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Fig. 2. Particle size distribution: (a) bundle 1; (b) bundle 2; (c) bundle 3; and (d) bundle 4.
bubble surface. Four different bundles have been sieved for the
experiments presented here. After sieving, the size distribution
(Malvern Mastersizer 2000) of the particles are presented in
Fig. 2.
The particle size ranges between 5 and 60 lm. The parti-
cle density qp is 2363 kg m−3. Furthermore, these glass beads
are smooth particles, rather than angular particles sometimes
used in other works, for which asperities can facilitate the film
rupture and so increase the flotation efficiency. The actual ad-
vancing water contact angle is determined by the Washburn test
with a GBX 3S-Bal285 instrument. According to this theory
when a packed bed of solid particles is brought into contact
with a liquid, the capillary rise of the liquid will obey the fol-
lowing relationship:
m2(t)=K cos hc × t , (1)
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Fig. 3. Washburn test—capillary rise. ◦: hexane; + water.
m(t) being the mass of liquid rised in the packed bed at time
t , with
K = C
rglq
2
l
ll
. (2)
C is a constant characterizing the powder (linked to the pore
size) previously determined with a fully wetting liquid for
which cos hc = 1 (here hexane), rgl , ql and ll being, respec-
tively, the surface tension, the density and the viscosity of the
liquids. The experiment is performed by bringing a packed
of glass particles in a sleeve with porous bottom into con-
tact firstly with hexane, a completely wetting liquid and then
the water. A graph of m2(t) vs. time yields the straight lines
whose slope are K . On using a reproducible force to pack a
known mass of powder for each experiment, the C value was
kept constant. Fig. 3 clearly shows that m2(t) varies linearly
with time for hexane and water. The resulting advancing con-
tact angle for water is 66◦. This angle is larger than the usually
found contact angle for water on clean glass surfaces meaning
that particle surfaces are slightly contaminated. The contact an-
gle measured by the same method for particles cleaned twice
by pure water was 55◦, confirming this contamination coming
from the manufacturing process. However, as the conductivity
of the suspension remains less than 28 lS cm−1 (200 lS cm−1
for tap water), the desorption of ionic compounds was cer-
tainly very low. Moreover, as it will be explained later, the
bubble surface contamination degree in all our experiments
remains very low (bubbles behave as clean bubbles) which
means that the suspension doesn’t contain important quanti-
ties of surface-active compounds coming from the particles
surface.
Fig. 4. Flotation glass column.
2.2.3. Collecting bubbles
Calibrated air bubbles are produced by a glass capillary
tube at the bottom of the device at a low air flow rate. Under
these conditions, as the liquid and the gas of the bubble
remains unchanged, the bubble diameter only depends upon
the diameter of the capillary tube. The bubble diameter is
varied in the range 0.35–1.30 mm by using capillary tubes
of different inner diameters obtained by hot stretching. Air
bubbles in water can be considered as spherical when its di-
ameter is below 1 mm. The bubbles produced in this work are
spherical or slightly ellipsoidal (eccentricity lower than 1.4).
The distance between two successive bubbles should be main-
tained to a sufficient value in order to avoid hydrodynamic
disturbances from one bubble to the following one. For a given
capillary tube, this distance depends on the air flow rate. This
flow rate is fixed by an automatic syringe pump (Harvard PHD
2000) so that the frequency of the bubble production can be
controlled. DNS for clean bubbles has shown that a distance
separating two successive bubbles greater than 50 times the
bubble diameter is sufficient to avoid significant disturbances.
The air flow rate is fixed to ensure this distance. As exam-
ples, the bubble production frequency is eight bubbles per
minute when db = 0.5 mm and five bubbles per minute when
db = 1 mm.
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2.3. Flotation device
Flotation cell is a 10 cm square-section glass column divided
in three zones by two gate valves. The cell is presented in Fig. 4.
This device mainly differs from the apparatus developed by
Hewitt et al. (1995) by adding a 10 cm high bottom zone
filled with clean water; instead of being directly created in the
suspension, bubbles are produced in clean water in order to
prevent capture at bubbling stage, and to give them the time to
reach their terminal velocity before entering the capture zone.
As it has been clearly explained by many authors (Sutherland,
1948; Flint and Howarth, 1971; Weber and Paddock, 1983;
Nguyen, 1998; Ralston et al., 1999a; Sarrot et al., 2005) the
collision efficiency (and so the flotation efficiency) is a func-
tion of the bubble Reynolds number, so of the bubble velocity
when the bubble size is given. The capture efficiency has to
be measured with bubble at constant velocity in order to be
compared with previously proposed models. This terminal
constant velocity is reached after a minimal distance. For a
1 mm clean bubble, this minimal distance has been evaluated
to 3 cm by solving the bubble dynamic equation considering
flotability, added-mass and drag forces. For smaller bubbles or
bubbles with immobile surfaces, due to the presence of the im-
purities (surfactants or particles), this distance remains lower.
During the flotation experiments, the suspended particles
settle: 25 lm diameter glass particles settle at a 0.47 mm s−1
terminal velocity and need 150 s to go through 7 cm. The 10 cm
high bottom zone give the time for performing a capture exper-
iment during 150 s. All the experiments have so been limited
to shorter durations. The 30 cm high central zone where bub-
bles go through the suspension and capture particles is located
between the two gate valves. Through the 15 cm high upper
part of the device, particles entrained in the bubble wakes are
cleaned. This distance to clean the wake has been estimated
by DNS to 34 times the bubble diameter db under potential
flow and 5 times db under Stokes flow conditions. A 1 mm
clean bubble only needs 34 mm to clean its wake and 10 cm of
clean water is sufficient for all types of bubbles treated in this
experiment. Captured particles reaching the surface with the
bubbles are collected by a special glass device shown in Fig. 5.
It consists of a cylindrical jar where bottom has been replaced
by a conical funnel. Bubbles reach the free surface at the top
of the conical funnel where they release the captured particles.
Particles are brought into the outside zone of the jar recipient
by overflowing; pure water is continuously filled into the upper
part of the device at a low flow rate but sufficient to prevent
captured particles from settling at the free surface of the conical
part. The three zones device is so 55 cm high. Each zone can
be filled and drained out independently, even when gate valves
are closed.
3. Measurement techniques and experimental procedure
3.1. Bubble size and velocity
Diameter db and velocity Vb of the bubbles are measured
by the processing of digital images acquired by a shadowing
Fig. 5. Conical device for particle recovering.
technique with a XC-75CE Sony CCD camera equipped with
a f = 55 mm Nikon objective. The acquisition frequency is
50 frames s−1, the image size being 576 × 768 pixels2 or 5 ×
7 mm2. Images are taken just before each capture experiment.
The horizontal dx and vertical dy diameters of the bubbles are
measured on the images. A bubble eccentricity eb = dx/dy is
then calculated, and, as almost all the bubbles are spherical or
exhibit a very low eccentricity, the bubble diameter db is taken
as the average of dx and dy . The displacement of the bubble
from one frame to the following one gives the bubble velocity
Vb. The bubble Reynolds number is then determined by
Reb =
q(T )dbVb
l(T )
, (3)
where T is the experiment temperature measured at the top of
the device. By supposing equilibrium between flotability and
drag forces when measuring the velocity, it is possible to deduce
the drag coefficients by
Cd =
4
3
dbg
V 2b
. (4)
As it will be shown later, this drag coefficient vs. Reb let us
estimate the degree of the bubble interface contamination by
comparison with Cd vs. Reb curves drawn from DNS for dif-
ferent contamination levels (cf. Sarrot et al., 2004, 2005).
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3.2. Solid particle counting
The number of particles captured by bubbles for each exper-
iment as well as the particle number concentration in the sus-
pension are measured by particle counting. The counting device
is a particle counter PCX model (MET ONE) operating in a
continuous mode at a constant 100± 5 mL/ min inlet flow rate
thanks to a peristaltic pump located down flow of the count-
ing cell. This kind of particle counter is used in water quality
control. Particle passing through the counting cell cut a laser
beam. The number and the size of particles passing through
the counting cell are extracted from the laser beam extinction.
Particles are detected whenever dp lies between 5 and 750 lm.
Cumulative particle numbers are delivered for six size ranges
(dp > 5, 15, 25, 40, 56 and 75 lm) and are stored directly in
a computer. Note that the size distribution of the glass beads
measured by this particle counter has been favorably compared
with the size distribution delivered by the Malvern sizer.
3.3. Cleaning
Before each experiment, the whole flotation device is cleaned
with demineralized water until samples taken at five points of
control presents a particle count under 18 p mL−1. This particle
count corresponds to the pure demineralized water supply and
is of the same order of magnitude than the particle count after
cleaning in the experiment of Hewitt et al. (1995) (10 p mL−1).
3.4. Experimental procedure
The suspension is prepared in a separated glass mixing tank,
meanwhile the whole volume of the column is filled with dem-
ineralized water with the gate valves being opened. Bubbling
flow rate is set to the operating conditions and a series of images
of the bubbles is recorded in order to measure bubble diameter
db and velocity Vb. The gate valves are closed and the capture
zone is filled with the suspension. Gate valves are then opened
and the capture of particle by a quantified number nb of bub-
bles begins. During capture, a low flow rate of demineralized
Table 1
Experimental conditions
No. Bundle db (mm) eb Vt (mm/s) Reb Cd nb dp/db = 15.25 lm dp/db = 25.40 lm dp/db = 40.56 lm
1 4 0.35 1.00 48 16 1.95 446 0.0571 0.0929 0.1371
2 4 0.36 1.00 50 18 1.88 400 0.0560 0.0910 0.1345
3 4 0.38 1.02 64 23 1.48 307 0.0526 0.0855 0.1263
4 2 0.66 1.07 150 109 0.38 308 0.0304 0.0494 0.0730
5 1 0.70 1.05 149 126 0.42 113 0.0285 0.0463 0.0683
6 1 0.75 1.07 185 160 0.29 94 0.0268 0.0435 0.0642
7 1 0.78 1.07 166 150 0.37 69 0.0256 0.0416 0.0614
8 1 0.78 1.08 177 157 0.33 41 0.0257 0.0418 0.0617
9 2 0.82 1.07 201 167 0.27 288 0.0243 0.0394 0.0582
10 2 1.00 1.22 302 342 0.14 303 0.0200 0.0325 0.0480
11 2 1.04 1.26 317 367 0.14 124 0.0193 0.0313 0.0463
12 2 1.07 1.26 317 363 0.14 336 0.0187 0.0303 0.0448
13 2 1.08 1.20 310 360 0.15 201 0.0185 0.0301 0.0444
14 3 1.10 1.30 314 369 0.15 237 0.0182 0.0296 0.0437
15 4 1.26 1.38 357 494 0.13 201 0.0159 0.0258 0.0381
16 4 1.30 1.36 349 495 0.14 160 0.0153 0.0249 0.0368
water is introduced in the upper cleaning zone to be sure that
all captured-particles are transferred in the receiving jar. The
measurement of the particle number concentration in the sus-
pension C0 as well as of the number of captured particles in
each size range are performed after the end of the capture.
4. Results
4.1. Experimental conditions
Experimental conditions are reported in Table 1. Note that
as temperature (not reported here) varies between 20.4◦ and
101 102
Reb
1
C
d
135
112
Contaminated bubble
C
lean bubble
Fig. 6. Drag coefficients vs. bubble Reynolds number Reb . ◦: experimental
points; : Ralston and Dukhin (1999); – . –: hcap = 112◦ (DNS; Sarrot,
2006); – – –: hcap=135◦ (DNS; Sarrot, 2006); · · ·: fully contaminated bubble
Schiller and Nauman (1935); — clean bubble Mei et al. (1994).
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Fig. 7. Experimental results: capture efficiency vs. dp/db: (a) db = 0.38, Reb = 23, Exp. 3; (b) db = 0.78, Reb = 157 Exp. 8; (c) db = 1.07, Reb = 363, Exp.
12; and (d) db = 1.10, Reb = 369, Exp. 14.
28.4◦, water density varies between 998 and 996 kg m−3 and
water dynamic viscosity varies between 8.28×10−4 and 9.93×
10−4 Pa s. The reported Reb account for these variations.
It is generally accepted that bubbles loose their sphericity
above a Reynolds number of 250, what is observed in these ex-
periments since bubble eccentricities eb are significantly greater
than 1 only when Reb exceeds this value. Five experiments
produce bubbles with db > 1 mm, but as the corresponding
eccentricity does not exceed 1.4, we have considered that they
behave as spherical concerning the particle capture. The same
hypothesis have been used by Ralston and Dukhin (1999) for
1.52 mm in diameter bubbles. According to literature, bubbles
keep straight vertical trajectories under a bubble Reynolds num-
ber of 500 and, effectively, straight bubble trajectories have al-
ways been observed. nb is the number of bubbles released in
the device for particle capture. As glass solid particles have
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Fig. 8. Capture efficiency vs. particle/bubble diameters ratio dp/db . Exper-
imental points: ◦: db = 0.36 mm; : db = 0.68 mm; ⋄: db = 0.79 mm; △:
db=1.06 mm; ⊳: db=1.28 mm; – – –: Reb=18 (Eq. (7)); —: Reb=494 (Eq.
(7)); •: Ralston and Dukhin (1999), db = 0.77 mm; : Ralston and Dukhin
(1999), db = 1.52 mm.
been sieved before the experiments, only the results concerning
the numbers of captured particles with diameters between 15
and 56 lm are significant. The resulting diameter ratios dp/db
range from 0.0153 to 0.1371. They are reported in Table 1 for
dp values in the ranges 15–25, 25–40 and 40–56 lm. Particles
exhibit a noninertial behavior when their characteristic reaction
time (sp = qpd2p/18ll) remains lower than the characteristic
time of the liquid solicitation due to the bubble induced flow
(sl=db/2Vb) i.e., when the Stokes number Stp=sp/sl>1. As
Stp varies from 0.014 to 0.21, we can consider that the colli-
sion part of the capture is not influenced by particle inertia.
4.2. Bubble interface contamination
The bubble interface contamination has a significant effect
on the bubble hydrodynamics, and changes drastically the
collision efficiency and, as a direct consequence, modifies the
capture efficiency at constant Reb and dp/db. The interface con-
tamination level can be described by the stagnant cap model
previously developed for the determination of the rising veloc-
ity of partially contaminated spherical bubbles by Sadhal and
Johnson (1983), Fdhila and Duineveld (1996), McLaughlin
(1996) and Cuenot et al. (1997). Surfactant adsorbed at the
bubble interface or captured particles migrate along the in-
terface to the rear stagnation point because of liquid motion,
creating a gradient of surface tension. In the stagnant cap
model, the contamination level of the bubble surface is char-
acterized by the angle hcap which divides the bubble surface
into contaminated and clean areas. The surfactant free bubble
surface (h < hcap) can move with the liquid (mobile surface)
meanwhile the contaminated zone (h > hcap) behaves as “stag-
nant cap” (immobile surface). The angle of contamination hcap
varies from hcap = 0◦ (fully contaminated bubble interface) to
hcap = 180◦ (clean bubble). Sarrot et al. (2005) put in evidence
the strong influence of the surface contamination for instance,
at Reb = 100 and dp/db = 0.048, values in the order of magni-
tude found here, collision efficiency Ecoll for clean bubbles is
four times greater than for fully contaminated bubbles, but for
other Reb and dp/db conditions this ratio can be two thousands.
Whatever dp/db, the variation of Ecoll vs. hcap exhibits the
same behavior. For small values of hcap, that is to say when the
bubble surface tends to be fully contaminated, the collision effi-
ciency remains constant and takes the values obtained for fully
contaminated bubbles. Ecoll begins to change after a hcap value
depending on dp/db, the value lies between 20◦ and 45◦ for
dp/db = 0.048. For greater hcap values, the collision efficiency
sharply increases to reach around hcap = 90◦ a quasi-constant
value corresponding to the efficiency of bubbles having a clean
surface. One easy way to determine the contamination level is
to compare the experimental Cd vs. Reb point (circles in Fig. 6)
with the curves representing Cd = f (Reb) at various hcap val-
ues. The experimental drag coefficients are calculated from
the measured bubble velocity and size with the Eq. (4), mean-
while the curves comes from simulations performed by Sarrot
(2006). This comparison shows that the level of contamination
in the experiments presented here can be evaluated to a con-
tamination angle hcap ∼ 135◦ without exceeding hcap = 112◦.
As it has been explained below, at this low level of contami-
nation, the collision efficiency is similar to the one of a clean
bubble. Values of Ralston and Dukhin (1999) are also reported
with an identical conclusion.
4.3. Capture efficiencies
Capture efficiency Ec(dp) in a given particle size range cen-
tered on dp is calculated as the ratio of the number of particles
in the size range dp captured by one bubble np capt(dp) over the
number of particles initially located in the volume the bubble
swepts np0(dp):
Ec =
np capt(dp)
np0(dp)
. (5)
np capt(dp) is the ratio of the total number of captured particles
N(dp) in the given size range dp over the number of bubbles
in the experiment nb:
np capt(dp)=
N(dp)
nb
. (6)
np0(dp) is the product of the volume swept by a bubble mul-
tiplied by the number particle concentration in the size range
dp. For all experiments presented here, capture efficiencies (not
reported here) range between 10−3 and 5 × 10−1. As exam-
ples, Ec is plotted for four experiments at different db in Fig. 7
vs. dp/db as suggested by models for collision efficiency Ecoll
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Fig. 9. Capture efficiency vs. db . : experimental point; —: Eq. (7), Sarrot (2006): (a) 15 lm < dp < 25 lm; (b) 25 lm < dp < 40 lm; and (c)
40 lm < dp < 56 lm.
for clean bubbles (Sarrot et al., 2005):
Ecoll =
dp
db
15+ 3Re3/4b
15+ Re3/4b
. (7)
For the smaller value of db (and Reb), Ec increases with dp/db
as suggested by the collision model (in fact Ec increases
with dp, because db and Reb remain constant), but for greater
db, we observe a reverse tendency, i.e., a decrease of Ec
with dp/db.
The raw results have been averaged for closed value of bub-
ble diameter db (and as a consequence for closed values of Reb)
in Fig. 8. On the same graph some results from Ralston and
Dukhin (1999) obtained in similar conditions (db = 1.52 mm
and db = 0.77 mm with contact angles of 42◦ and 73◦, respec-
tively) are plotted as well as collision efficiency calculated from
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Eq. (7) for Reb=18 and 494. Note that the experimental results
of Ralston and Dukhin (1999) have also been obtained by av-
eraging several experiments and that bubble diameters (and so
the Reynolds numbers) have not been measured for each exper-
iment. Ec ranges in the order of magnitude of the experimental
results presented by Ralston and Dukhin (1999) as well as of
numerical results for collision efficiency presented by Sarrot
et al. (2005). It is unexpected to observe that for some experi-
mental points Ec is greater than the collision efficiency calcu-
lated by Eq. (7), mainly for the smaller values of dp. Several
reasons may explain this observation. The initial particle con-
centration in the capture zone is low comparatively to the ex-
periments of Hewitt et al. (1995) (used by Ralston and Dukhin,
1999), so that, on one hand, the incertitude of the counting has
a more important effect, and, on the other hand, the number
of particles captured by one bubble remains small and so not
statistically representative. Furthermore, the number of exper-
iments used to calculate the mean value may be insufficient
and should be increased to improve accuracy. We have to note
also that our experimental points have been obtained with a
suspension with a large band of particle size, that perhaps in-
fluences the efficiency for a given particle size. Moreover, the
particle size distribution inside the particle bands have not been
accounted for. Results presented here for db=1.28 mm and re-
sults form Ralston and Dukhin (1999) at db = 1.52 mm have
been obtained for large and nonspherical bubbles for which we
don’t have theoretical values of the collision efficiency to com-
pare with. In Fig. 9 have been plotted experimental average Ec
vs. the bubble diameter for the three particle size bands as well
as the collision efficiency calculated with Eq. (7) for the central
size of each band. Although the experimental results presents a
dispersion as previously observed on Fig. 8, it is noticeable that
Ec decreases with db, as predicted by the collision model. As
explained before, results at small particle size (Fig. 9a) remains
unexpected even if the order of magnitude keeps in the range of
that of the collision efficiency. For the bigger particles (Fig. 9b
and c), capture efficiencies values remain lower than that of the
collision efficiency. This difference can be clearly attributed to
the attachment and stability effects already described by many
authors. For instance, we observe that this difference is greater
for 40 < dp < 56 than for 25 < dp < 40: we can easily imagine
that the detachment of captured particles from the bubble sur-
face by hydrodynamical forces in the rear part of the bubble is
easier for the larger particles.
5. Conclusion
The development of a new experimental device for the mea-
surement of the capture efficiency of particles by bubbles has
been presented and qualified. The size of the device has been
carefully calculated in order to perform experiments in condi-
tions closed to the ones of DNS previously presented by Sarrot
et al. (2005) i.e., single bubbles capturing particles when rising
at terminal velocity in an infinite environment. These conditions
are also implicitly used when collision models are developed
from analytical development. The particle size distribution and
the contact angle of water on particles have been investigated.
For each experiment, the bubble diameter, velocity and surface
contamination degree have been measured as well as the water
conductivity. Drag coefficient vs. bubble Reynolds number have
shown that the experiments was performed with bubbles with
quite clean interfaces. Capture efficiency decreases with the
bubble diameter at high bubble Reynolds number, but increases
with the bubble diameter at low bubble Reynolds number. This
observed behavior differs from the tendency predicted by the
collision efficiency models. Some explanations have been pro-
posed for this discrepancy. Decreasing the experimental dis-
persion will be an important issue for future work. One way
will be for instance to increase the particle concentration in the
capture zone. The capture efficiency decreases with the bubble
diameter as predicted by the collision models. Perspectives for
this experiment are important, particularly in the study of the
effect of the particle hydrophobicity, by changing the contact
angle via surface treatment of the particles. This effect plays
a major role on the capture efficiency as demonstrated by sev-
eral authors. Increasing the hydrophobicity of the particles, we
can expect to deduce the collision efficiency using this device
and the relating experimental techniques. Another perspective
concerns the measurement of the flotation efficiency of large
and nonspherical bubbles. In that case, the effect of eccentricity
should be addressed experimentally and by DNS, and finally
integrated into the modelling.
Notation
C particle characteristic constant, dimensionless
C0 particle concentration, p mL−1
Cd drag coefficient, dimensionless
db bubble diameter, m
dp particle diameter, m
dx horizontal diameter of the bubble, m
dy vertical diameter of the bubble, m
eb bubble eccentricity, dimensionless
Ec capture efficiency, dimensionless
Ecoll collision efficiency, dimensionless
f focus length, m
g gravity constant, m s−1
M mass, kg
nb bubble number, dimensionless
np particle number, dimensionless
nn capt number of the captured particles, dimensionless
np0 number of the particles encounted by the
bubble, dimensionless
Reb bubble’s Reynolds number, dimensionless
Stp Stokes number, dimensionless
t time, s
T temperature, ◦C
−→
Vb bubble slip velocity, m s−1
Greek letters
hc contact angle, ◦
hcap angle of contamination, ◦
ll liquid dynamic viscosity, Pa s
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ql liquid density, kg m−3
r standard deviation, dimensionless
rgl surface tension, N m−1
sl characteristic reaction time of the liquid, s
sp characteristic reaction time of the particle, s
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